SPATII METRICE

Spatiile metrice sunt caracterizate de o distanta intre obiecte matematice de
acelasi fel: numere, puncte, functii etc. Constituie cadrul natural de prezentare
a unor notiuni fundamentale in Analiza Matematica: sir convergent, limita si
continuitatea functiilor etc.

Definitie. Fie X # (). O aplicatie d : X x X — R se numeste distantd sau
metrica pe X daca au loc:

Dy) d(z,y) > 0,Vx,y € X;d(z,y) =0 < x =y (pozitivitatea distantei);

Dy) d(x,y) = d(y,x),Vz,y € X (simetria);
D3) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y),Vz,y,2 € X (inegalitatea triunghiulard).
Perechea (X, d) se numeste spativ metric.

Observatie. Pe o aceeagi multime se pot defini mai multe metrici. In raport
cu fiecare, multimea devine un alt spatiu, cu proprietati specifice.

Propozitie. Intr-un spatiu metric (X,d) au loc:

i) d(z1, zn) < d(x1,22) + d(x2,23) + ... + d(Xp_1,2pn), V21,22, .0 Ty, € X
11) \d(az,z) - d(yaz)| < d(x,y),Vx,y,z € Xv

Hl) |d($,y) - d(.’bl’y/” < d(.’b, SU/) + d(y,y/),VI',y,{EI’yl € X.

Demonstratie. i) Se aplicd succesiv inegalitatea triunghiulara.

il) V,y, 2 € X, avem d(z, z) < d(x,y) + d(y, z), de unde d(z,2) — d(y,2) <
d(z,y).

Procedand analog sau schimbéand intre ele rolurile lui x si y si folosind pro-
prietatea de simetrie a metricii obtinem si d(y, z) — d(z, z) < d(y,z), de unde
|d(x, 2) — d(y, 2)| < d(z,y),Yz,y,2 € X.

iii) Folosind i) si simetria metricii avem d(z,y) < d(z,z') + d(z',y") +
d(y,y),Vae,y, 2’y € X, de unde d(x,y) — d(«’,y") < d(z,z") + d(y,y’).

Procedand analog sau schimband rolurile lui = si y cu z’ si 3 si folosind
proprietatea de simetrie a metricii obtinem si d(2’,y’) — d(z,y) < d(z,2’) +
d(y,y’), de unde |d(z,y) — d(2',y")| < d(z,2') + d(y,y'),Vz,y,2',y € X.

Exemple de spatii metrice:
i) (R,d), unde d(z,y) = |z — y|, Vz,y € R, este spatiu metric.
Demonstratia este imediata.

ii) Fie A o multime oarecare nevida gi B(A) = {f : A — R; f méarginita pe
A}. Atunci functia d : B(A) x B(A) — R4,d(f,g) = sup|f(x) — g(x)|,Vf,g €
z€A
B(A), este o metricd pe B(A).
Demonstratie. d este bine definita.

D, :Vf,ge B(A),d(f,g) >0sid(f,g) =0 f=g (pe A);
Dy :d(f,g) =d(g, f),Vf,g € B(A);



D3 :Vf,g,h € B(A),Vz € A,

|f(x) = h(z)] < [f(z) —g(z)|+|g(z) — h(z)] <
< ilelglf(x) —g(x)| + z‘lelg\g(x) = h(z)| =d(f,g) +d(g,h).

Trecand la supremum in membrul stang, avem
Sug\f(x) — h(x)| =d(f,h) < d(f.g) + d(g,h).
TE

iii) Fie X o multime nevida oarecare. Functia d : X x X — Ry, d(z,y) =
{ (1)’; f z este metrica pe X, numita metrica discreta.
Demonstratie. Dy :Vz,y € X,d(x,y) > 0sid(z,y) =0 a2 =y;
Dy :d(x,y) = d(y,z),Vr,y € X;
D3 :Vz,y,z € X,

~dacd x £y # 2z # x, atunci d(z, 2) = 1 < d(z,y) + d(y,z) =2
-daca x = z # y, atunci d(z,z) = 0 < d(z,y) + d(y,z) =1
-dacd x £y = z, atunci d(x,2) = 1 =d(z,y) + d(y,2) = 1
-dacd x =y # z, atunci d(x,z) = 1 =d(z,y) + d(y,z) = 1

- dacd x =y = z, atunci d(z, z) = 0 = d(z,y) + d(y, 2).

SPATII VECTORIALE NORMATE.

” "

Fie (X, +, ) un spatiu vectorial (liniar) real (peste R) ("4” - adunarea,
- Inmultirea cu scalari reali). Sunt satisfacute deci urmétoarele axiome:

1) asociativitatea: = + (y + 2) = (v + y) + 2, Vz,y,2z € X;

2) existenta elementului neutru (originea): 30 € X astfel incat Vo € X, x +
0=0+2x=u;

3) Ve e X,3—x € X (opusul lui ) astfel incat z + (—z) = (—z) + = = 6;

4) comutativitatea: x +y =y + x,V,y € X.

5) Mz +y) = Az + Ay, Vo, y € X,V € R;

6) A+ p)x = Az + pz, Vo € X,V p € R;

7) AMux) = M)z, Ve € X,V pu € R;

8)1-z=uxVeeX.

Definitie. O functie || - || : X — Ry se numeste normd pe spatiul vectorial
X daca:

Ny ||z]| > 0,Vx € X;||z|| = 0 & x = 0 (pozitivitatea normei);
Ny |[Az]| = M| - ||z]], Vo € X,¥YA € R (omogenitatea);
N3 ||z +yl| < ||z]| + |ly|], Yo,y € X (inegalitatea triunghiulard).



Perechea (X, || - ||) se numeste spatiu normat.

Observatie. In raport cu fiecare norma definiti pe un acelagi spatiu vecto-
rial, acesta devine un alt spatiu, cu proprietati specifice.

Propozitie. Fie (X,]|-||) un spatiu liniar normat. Atunci:

1)

DAzl =yl < [lz —yll,Ve,y € X;
i) [|Aur 4+ Agug + oo+ Anunl] < Aa] - [lual] 4+ [A2] - [Juzl] + - 4 [An] - [[ual],
VA, € R,VuiEX,i:m;

IT) Functia d(z,y) = ||z — y||,Vz,y € X, este o distantd pe X, cu pro-
prietatile:

D) d(xz+z,y+2) =d(z,y),Yz,y,z € X;

ii) d( Az, \y) = |\ - d(z,y),Vr,y € X,V € R.

Demonstratie. 1) i) Vz,y € X, [zl| = [|(z — ) + Il < ||z — yll + [lyll, deci
[lz]| = llyl| < ||z — y||. Schimbénd rolurile intre x si y sau repetand procedeul:
yll = [ty =) +=[| < [ly—=ll+ ]| = [z —yl[+||zl], deci [|y[| = [|z|| < [lz—yl],
se obtine concluzia.

I) ii) Se aplica succesiv omogenitatea si inegalitatea triunghiulara.

IT) Afirmatiile sunt imediate, folosind proprietatile normei.

Observatie. Orice spatiu liniar normat poate fi organizat ca spatiu metric
(aga cum am observat anterior, orice norm || - || induce o distanti d. In plus,
[|z|| = d(x,8)),Vz € X.

Reciproca nu este adevarata (pentru definirea notiunii de metricd nu se cere
structura de spatiu liniar; chiar daca X ar fi spatiu liniar, se pot defini metrici
care s nu provind din norme, vezi seminar).

Exemple de spatii normate.

i) (R, ||~ [[) (R, +,) este spatiu liniar), ||z]| = |a], ¥z € R.

Demonstratia este imediata.

ii) Fie A o multime oarecare nevidd. Se observa cu usurintd cd (B(A),+,-)
este spatiu liniar.

Functia || - || : B(A) — Ry, ||f|| = sup|f(x)|,Vf € B(A), este o norma,

z€A
numita norma uniformd, care induce distanta d(f, g) = sup|f(z)—g(x)|,Vf,g €
z€A

B(A).

Demonstratie. Ny : Vf € B(A),||f|]| > 05si||f]| =0 <« f =0 (0 este aici
functia identic nuld);
No (Ml = suplAf(z)] = Asuplf ()] = A - [I£1], ¥ € B(A);



N3 :Vf,ge B(A),Vx € A,

[f (@) + g(@)] < [f(2)] + |g(2)| < ilelg\f(x)l +22§|g(x)| =[£I+ llgll-

Trecand la supremum 1n membrul stang, avem
Stelg\f(fv) + 9@ =l +gll < If1] +llgll-
x

SPATIUL R*

Fie R, multimea numerelor reale, iar £ € N* un numaér natural fixat.
Prin definitie, spatiul R¥ este produsul cartezian R x R x ... x R.
—_——————

k ori
(amintim c& produsul cartezian al doud multimi A gi B este A x B =

{(a,b);a € A,b € B}).

Prin urmare, un element z € R* daci si numai daci = = (z1,22, ..., k),
unde z; € R, Vi = 1, k se numesc componentele lui x.

Elementele spatiului R* se numesc vectori.

Observam urmatoarele:

Pentru k = 1, se obtine R' = R, care reprezint din punct de vedere geo-
metric punctele axei reale (dreapta reald);

Pentru k = 2, se obtine R?, care reprezintd multimea punctelor din plan
(raportat la un sistem ortogonal de axe) (planul)

corespondentd biunivoca SN .
x = (x1,22) s P(x1,22) S OP (vector de pozitie);

Pentru k = 3, se obtine R3, care reprezintid multimea punctelor din spatiu
(raportat la un sistem triortogonal de axe) (spatiul)

corespondentd biunivoca N .
x = (x1,22,%3) s P(x1,x2,x3) S OP (vector de pozitie).

Fie z,y € R*. Atunci z = (z1,22,...,71), ¥ = (Y1, Y2, s Yi)-
Egalitatea a doi vectori: x =y < x; = y;, Vi = 1,k (pe componente).

Vom defini in cele ce urmeaza suma (adunarea) vectorilor:

Dupé cum este cunoscut, in R?, adunarea a doi vectori x = (z1,22),y =
(y1,y2) se face dupa regula paralelogramului, rezultand vectorul suma, = +y =
(z1+y1, 22 + y2).

Dup4 acelasi model, se defineste adunarea in R*: Va,y € R*, definim suma
vectorilor x $i y, ca fiind vectorul
(1) :x+y = (21 +y1,72 + Y2, ..., Tk + Yi) (se defineste pe componente).

Inmultirea cu scalari (reali): Vo € R¥ Y\ € R, definim
(2) Az = (Ax1, Az, ..., Axk) (pe componente).



Teoremi. Spatiul R* inzestrat cu operatiile de adunare a vectorilor si
inmultire a unui vector cu un scalar are structurd de spatiu liniar (sau vec-
torial) real.

Demonstratie. (R, +) este grup comutativ:

1) asociativitatea: = + (y + z) = (v + ) + 2, V1, y, z € R¥;

2) existenta elementului neutru: 30 = (0,0, ...,0) € R¥ (numit vectorul nul
sau originea spatiului R¥) astfel incat Vo € R¥, 2 +0 =0+ = z;

3) Vo = (z1,72, ..., 1) € RF I — 2 = (—z1, —29, ..., —71) € R* (opusul lui
x) astfel incat  + (—z) = (—xz) + x = 0;

4) comutativitatea: r +vy =y + x,Vz,y € RF.

(RF,):

5) Mz +y) = Az + \y,Vz,y € R¥ VA € R;

6) (A4 p)z = Az + pz, Vo e RF VA, peR:

Intr-adevar, (A+u)x = (A+p) (21, 22, ..., x25) = (A+p)xr, A+ p)x, ..., (A+
IHENES

= (Az1 + px1, \eg + pxe, ..., Axg + prg) = (Axq, Axa, ..., Axg )+

+(pxy, pxa, ..., pxE) = Ax + p;

7) Mpuzx) = (A\p)z, Vo € R¥ VA, u € R;

8) 1.z =uxVreRr

Norma euclidiani (in R¥)

Introducem in cele ce urmeazi urmitoarea normi remarcabild pe R¥, numita
norma euclidiand, despre care vom vedea ca reprezinta generalizarea naturala
la R* a functiei modul din R (distanta de la un punct la origine).

||-]] : R¥ = Ry : Vo € R¥ 2 = (21, 20,..., 7),

lzll = /23 + 23 + .. + 2% =

Observatie. i) Pentru k = 1, ||z|| = V22 = |z|—distanta de la punct la
origine;

Pentru k = 2, ||z|| = /2% + 22 - distanta de la punct la origine;

Pentru k = 3, ||z|| = \/2? + 23 + 2% - distanta de la punct la origine.

ii) Norma euclidiani satisface toate proprietatile Ny — N3 ale unei norme:
N; : Fie ¢ = (21, 22,...,2%),x; € R, Vi = 1,k, oarecare. Evident, ||z|| =
Vai+ a2+t >0.
De asemenea, ||z|| =0 & 2? + 23+ ...+ 27 =0 2, =0, Vi = L,k &
xr = (1‘1,1‘2, ...,:Ek-) =0.
Ny :Vz € RF, VA € R, [|Az|| = ||(Aw1, Aw2, ..., Ap)|| = /A222 + X222 + .. + A222 =
= /X222 + 22+ ...+ 22) = |A|||z]].




N3 :Vz,y € R, [Jatyl] < ||z]|+]lyll & /(21 + y1)? + (22 +y2)% + . + (2r + )2 <
\/xj + 23+ ... 4; 22 +\/y? + y2 —; ot yéi (inzegalitatea2 lui Mianovs;ski) & (9321 +
yi)* (@2t y2) o+ (e tye)’ < (@1 +as+ o) + (Y +Hys e yp)+
+2v/a?+ai+ 2l PR YR YR S Ty Ty e+ Y <
Vai+ a2+ .+ 22 /y? + 92 + ... + 2 (A) (inegalitatea lui Cauchy -Buniakowski-
Schwartz).

Astfel, (R¥,||-||) formeaza un spatiu vectorial (liniar) real normat (|| ||
fiind aici norma euclidiana).

Teorema. Norma euclidiand are, de asemenea, urmatoarele proprietafi:

Ny |4
Ns ||z +yl* + |l — yl?

IA

||a:|| < ‘JC1| + |.732‘ + ...+ |Ik|,VZ' 21,7]{:;
2(||2]1* + [lyl*), Yo,y € R

(identitatea paralelogramului, datoritd interpretarii evidente in plan).

Demonstratie. Ny :Vz € R¥ x = (21,29, ...,71),2; € R,Vi = 1, k, |z;| =
Va2 <||z||, iar ||z]| = /2?2 + 22+ ... + 22 < |z1| + |22| + .. + |7k] (s verificd
imediat prin ridicare la patrat). o

N5 : V;v,y € ]Rkvx = (.’El,l'z, '~~a$k)ay = (ylayQ, '“,yk)vxivyi S R,VZ = 13 k,

k k k k
|z + yl” + [lz — yl|* = Zl(xi +yi)® + Zl(xz' —yi)? = 2(2193? + Zly?) =
1= = = i=
2(][* + [lyll*).-

Definitie. Numim versor, un vector z € R¥, cu (norma euclidiana) ||z|| = 1.

Daca k = 3, versorii ¢ = (1,0,0);5 = (0,1,0); k = (0,0,1) formeaza o baza
in R3. Orice vector @ = (21,72, 23) € R? se exprima in mod unic in functie de
acegti versori: x = 1% + x2j + x3k.

In general (in R¥), versorii e; = (1,0,0,...,0);e2 = (0,1,0,...,0),...,e, =
(0,0,0,...,0,1) formeaza o baza in R*. Orice vector x = (z1, 29, ..., 71) € R¥ se
exprima in mod unic in functie de acesti versori: x = x1e; + x2es + ... + Tpek.

Probleme propuse.

I. 1. Determinati toate normele pe R.

2. Fied: RxR — Ry, d(z,y) = 1f‘;f|y| Aratati ca d este o metricd pe

R care nu provine dintr-o norma. Generalizare: d : R¥ x RF — R, d(z,y) =

k
> %%, Va,y € RF, este o metrica pe R¥, care nu provine dintr-o norma.
i=1 e

3. Aratati ca:



1) dl : Rk X Rk - R+,d1((£,y) = mallxl - yi|7
i=1,k
k
d2 : Rk X Rk - R+,d2(.’lﬁ,y) = Z|xl - yi|7
i=1
V.’E = (.1‘17.’)32, ...,xk),y = (yl’yg, ...,yk) S Rk
sunt distante pe R¥;
i) ||+ [l1 : R® — Ry, [J2]l1 = max|a;], Vo € RF,
i=1k
k
[+ 1l2 : R* = Ry, ||lofl2 = 3 Jas], Vo € RY,
i=1
sunt norme pe R¥ care induc distantele de mai sus.

4. Fie (X;,d;),i = 1,n, spatii metrice oarecare. Consideraim X = Xj x
Xo X ... X X,y si definim d(z,y) = | > d? (@i, y:),Vz = (1,22,..., ),y =
i=1

(Y1,92, - Yn) € X, 25,y; € X;,Vi = 1,n. Ariitati ci d este metrici pe spatiul
produs al celor n spatii metrice ((X,d) se numeste spatiul metric produs).

5. Fie (X,d) un spatiu metric. Ardtati cd d; : X x X — Ry, dy(z,y) =
In(1+d(z,y)),Vz,y € X, este o metrica pe X.

6. Fied: R xR — Ry, d(z,y) = |arctgz — arctgy|,Vx,y € R. Arétati ca:
i) d este metrica pe R;
ii) d(n+p,n) < L Vn,peN*.

7. i) Fie C'([a,b]) = {f : [a,b] — R, f, f’ continue pe [a,b]}. Aritati ci:
i) d:C([a,b]) x Ct([a,b]) — Ry,
d(f.9) = max |f(x) = g(x)| + max |f'(z) = ¢ (z)],Vf,g € C*([a,]), este o

metrica pe C1([a, b]).
ii) Calculati distanta in C1([0,1]) pentru f(z) = 22, g(z) = 23,2 € [0,1].
iii) Este aplicatia || - || : C1([0,1]) — Ry, ||f]| = sup |f(#) + f'(t)| o norma
t€(0,1]
pe C1([0,1])? (C1([0,1]) este spatiu liniar).

8. Fie I = {z = (zn)n>1,7n € R,Vn > 1, 3" 22 < oo} (multimea sirurilor

n=1

oo
x = (Tn)n>1 cu proprietatea cd > |z,]|?> < 00) (o generalizare infinit dimen-
n=1
sionald a spatiului R™).
I) Aratati ca:
i) (12,4, ") (adunare si inmultire cu scalari la giruri) este spatiu liniar real.
o0
ii) Functia || - |]2 : 12 — Ry, [|z||2 = | 3 22, Vx € [2, este o norma pe [2.
n=1
iii) Calculati distanta in {? dintre sirurile z = (2, = 2),>1 81 y = (yn =
1
n(n+1) )”21 .
IT) Generalizare pentru IP(p € N* p > 2).

9. Fie [*°, spatiul girurilor marginite.



i) Ardtati cd (I°°,+,-) este spatiu liniar real, iar aplicatia || - ||oo : [®° —
Ry, ||z||eo = sup|an|, Vo = (2)n>1 € [°°, este 0 norma pe [*°.
n

ii) Calculati distanta in [*° dintre sirurile z = (x,, = %)nZl siy = (yn =
1+(_1)n+1
1

10. Fie C([a,b]) = {f : [a,b] — R, f continud pe [a,b]}. Aritati ca:
i) Aplicatia ||| : C([a,b]) — Ry, ||f]| = fo )dx este o norma pe C([a, b])

(spatiu liniar real);

ii) Functia d : C([a,b]) x C([a,b]) — Ry, d(f,g9) = Iél[%x |f(z) —g(x)],¥f,g €
C([a, b)) este o distantd pe C([a,b]) si calculati d(f,g) pentru f(z) = x,g(z) =

Inz,z € [, €]

11. Gasiti interpretari in plan ale inegalitatilor urmatoare si justificati-le:

1) |d(l‘, Z) - d(y7 Z)| < d($7 y),VI, Y, 2 € X;

i) |d(z,y) —d(2',y")| < d(x,2") +d(y,y'),Yz,y,2',y" € X (inegalitatea pa-
trulaterulus).

(pentru i): Lungimea oricérei laturi a unui triunghi este cel putin egald cu
diferenta lungimilor celorlalte doua;

pentru ii): Intr-un patrulater, diferenta lungimilor a doua laturi este cel mult
egald cu suma lungimilor celorlalte doud laturi).

II. 1. Determinati domeniile de definitie ale functiilor urmatoare si figurati-

le:
1)f(): csin(In z) +2\/1—lnx
i) fla,y) = \/x2+y 1)(4 - a2 —y?);
1) (z,y) = x/y Gl

v) f(z,y) = arcsin 5 + arcsin(1 — y);

i) flz.y
v) f(@,y) = Va? — y*
) f(z,y) = \/1—x2+\/1—

2. Figurati urmatoarele multimi:

i) A={(z,y);2> +y* <dy#z+1}

i) A={(z,y);0<y<z+1};

i) A= {(z,y);x? +y? < 4,22 + 1y* > 1,2 > 0};
iv) A={(z,y);1 <oy <3,1 <L <4,2>0};

v) A={(z,9);1 <z <e,0<y<Inz}

vi) A= {(2,y);0 <z < 1,27 <y < ok

vii) A = {(z,y);2% +y* < 2,2 > 0};

vili) A = {(z,y); 2% +y> < 2,2 <y? 0> —y? y <0}

ix) A={(z,y);1<2<2,2—2<y<V2r—a2}

x) A={(z,y); 2> +y> Lz +y<vV2,x—y <2,z > %}
XI)A_{(‘Tvyv ),{L‘ +y +22§1}7

xii) A = {(z1, z2); max{|z1|, |x2|} < 1};

xiil) A = {(z1,22); |z1] + 22| < 1}

vi)



xiv) A= {(z,y);zy # 0,2y > -1}
xv) A={(z,y,2);z+y+2<1l,2>0,y>0,z>0}
xvi) A= {(z,y,2);2 +y+=z <1}



Distanta euclidiana (indusi de norma euclidiana) (in R¥).

Introducem in continuare o alta aplicatie, de aceasta data pe produsul cartezian
REXRF, aplicatie despre care vom vedea ci reprezinti generalizarea naturald a
notiunii de distanta dintre doua puncte ale dreptei reale, precum si a distantei
dintre doud puncte din plan (respectiv, spatiu).

Vo, y e RF,x —y =4 (—y) = (z1 — y1, %2 — Y2, .0, Tk — Yi)-
Definim distanta euclidiand dintre x,y € R*, astfel:

d(z,y) = |lz —yll(= /(21 —y1)? + (22 = y2)? + ... + (26 — yp)?).

Rezultd astfel metrica veritabild (datoritd modului in care a fost definitd)
d: Rk X Rk — R+.

Observatie. Pentru k =1, d(x,y) = /(z —y)?2 = |z — y|;
Pentru k =2, d(z,y) = /(21 — y1)* + (22 — y2)%
Pentru k = 3, d(z,y) = \/(z1 — y1)% + (x2 — y2) + (23 — y3)2.

Desigur, in R* se pot defini i alte norme si metrici (vezi seminar).

Produs scalar (in R¥).

Asa cum am observat pani acum, in R* am putut deocamdati mssura
distantele, dar nu si unghiurile, ceea ce limiteaza posibilitatea de interpretare
geometrica. De aceea, in continuare, vom introduce produsul scalar al doi vec-
tori, cu ajutorul caruia vom putea exprima lungimile vectorilor, dar gi masurile
unghiurilor pe care acestia le formeaza.

Asadar, Vz,y € R*¥ 2 = (z1, 29, ..., 1),y = (y1,Y2, ..., Y& ), introducem pro-
dusul scalar al vectorilor x si y, astfel:

k
(@, y)(=<z,y >) = T11 + T2Y2 + .. + Ty = Zﬂczyz
i=1

Rezults astfel aplicatia < -,- >: RFXR* — R.
Teorema. (proprietatile fundamentale ale produsului scalar)

Py <z,x>>0,Vz € R¥; < 2,2 >= 0 < 2 = 0 (pozitivitatea produsului
scalar);
Py < z,y >=<y,z >,Vr,y € RF (simetria);
P3 A< z,y >=< Az,y >,Va,y € RE, ¥\ € R (omogenitatea
in raport cu (prima) componentd);
Pi<az4y,z>=<mz,2>+<y,z>Vr,vy,z € RF (aditivitatea
in raport cu (prima) componentd).



Demonstratie. Py, P, P3 rezulta imediat din definitie;
Py:<zty,z>= (1 +y1)zn + (2 +y2)za + oo+ (Tp +yr)ze =
= (121 +T220+ ... Fapzr) + (Y121t yezo+ o Hykzr) =< x,2 >+ < y,z > .

Fie || - ||, norma euclidiana pe R*.

Teorema. Produsul scalar are, de asemenea, urmatoarele proprietati:

Py < ma>= el ve € RY,
Ps| < x,y>|<|z|]-|lyll,Vz,y € R¥ (inegalitatea lui Cauchy);
1
Pr| < my> [ < S(llll® +[yl*), Yo,y € RY.
Demonstratie. Ps :< z,x >= 27 + 23 + ... + 27 = ||z||?.
Ps VA eER, || Mr—y||? =< Az —y, Az —y >= \?||z|]? =2\ < z,y > +||[y||* >
0, deci A’ =< z,y >2 —||z||? - ||y||? < 0, de unde concluzia.

P; : Din Py, avem | < z,y > | < [|z|| - [|y|| < 3(||z|[* + ||y|[*) (s-a aplicat
inegalitatea mediilor).

Observatie. Din P, |m| < 1,Vz,y € R¥ 2 # 0,y # 0. Existi atunci

si este unic un unghi 6 € [0, 7] astfel incat m = cos#, deci
<a,y >=||z]|-||yl| - cos 8, Yz, y € R®.
0 se numeste unghiul dintre vectorii x si y.

Definitie. Spunem ca vectorii x si y sunt perpendiculari dacid < x,y >= 0.
Notam aceasta prin z_Ly.

Observatie. Pentru k = 2, < z,y >= x1y1 + ©2ys2, iar

cosf = cos(fy —01) = cosbscosby + sinbysinf; =
r1Y1 + T2y2 <z,y>
= = 7x7é03y7é07
!l - Vgl Ml -yl

deci regasim faptul ca < x,y >= ||z|| - ||y|| - cos 0, Vz,y € R¥.

Observatie. Identitatea paralelogramului (||z + y||* + ||z —y||* = 2(||=|* +
lly|[?), Vz,y € R¥) poate fi acum demonstrata si astfel:

le+ylP +llo -yl =<z+ye+y>+<o—yz—y>=2(l*+|lyl*).

Vecinatati ale unui punct intr-un spatiu metric.



Fie (X,d) un spatiu metric oarecare si o € X,r > 0 (r € R) arbitrare,
fixate. Definim

S(xg,r) = {x € X;d(x,z9) <1},

numitd sfera deschisd (bila) de centru o si razd r,

T(xg,7) ={z € X;d(x,x0) < r},

numitd sfera inchisd (discul) de centru xo i raza r.
Exemple (de sfere deschise/inchise in diverse spatii metrice).

. k
I) In (R¥,d) (d metrica euclidiana), d(z,y) = ||z—y|| = 1/ . (x; — v:)2,Va,y €

i=1
RF, avem:
i) Daca k = 1, atunci S(zo,r) = {z € R;|z — x¢| < r}(= (xo — 7, z0 + 1),
adica intervalul deschis centrat in zq si de raza r, iar
T(xg,7) = [0 — 7,20 + 7], adica intervalul inchis centrat in z si de raza r.
ii) Pentru k = 2,

S(zo,r) ={z = (z1,22) € RZ; \/(1;1 — 202 4 (2 —29)2 <7} =

= {z = (21,22) € R% (21 — 29)2 + (23 — 29)% < r?} = intC((29,29),7),
iar T'(zo,7) = [intC((zY,29),7) ] UC((29,29),7).
ili) Pentru k = 3, S(zo,r) devine chiar sfera centratd in zo, de unde denu-

mirile date notiunilor introduse.

II) (R%,d) (d metrica euclidiana), S((0,0),1),7((0,0),1).
Cand bilele nu sunt rotunde:
(R?,dy), d1(x,y) = max{|z1 —y1], [va —ya|}, Vo = (21, 22),y = (y1,92) € R?,
S5((0,0),1),7((0,0), 1);
(R?,dg) ,da(z,y) = |21 — y1| + |22 — yal, V& = (1, 22), 5 = (y1,92) € R?,
5((0,0),1),7((0,0),1).

<
IIT) Daca (X, dp) este spatiul metric discret, atunci S(zg,r) = { {AJ;(O}; T>_1 1 ,
. | A{=zo},r <1
iar T'(zq,r) = { Xor>1

Definitie. O multime V' C (X, d) se numeste vecindtate a punctului xg € X
daca existd r > 0 astfel incat S(xg,r) C V.
Notam prin V(zg), sistemul (familia) tuturor vecindtatilor punctului x.

Teorema (Proprietdti de bazd ale sistemului de vecindtati)

V1) mo € V,VV € V(xp);

Vo) VV € V(x0),YU DV = U € V(xg) (orice supramultime a unei vecindtati
a unui punct este de asemenea vecindtate a punctului);



V3) VW1,V € V() = Vi NV, € V(x) (intersectia oricdror doud vecindtdti
ale unui punct este de asemenea vecindtate a punctului);
Vi) VYV € V(zg),3IW € V(z0o) astfel incat Vy € W = W € V(y).

Demonstratie. V1) VV € V(xg), 3 r > 0 astfel incat S(zg,r) C V, de unde
xg € V.

Vo) VYV € V(xp), 37 > 0 astfel incat S(xg,r) C V, deci VU DV, S(zo,7) C U,
de unde U € V(zo).

V3) VW1 € V(xg), 3 r1 > 0 astfel incat S(zg,r1) C V4. Analog, VVs € V(xp),
3 rg > 0 astfel incat S(zg,r2) C Vo. Notand rg = min{ry,ra}, rezultd ci
S(xo,m0) C S(x0,71) C Vi 81 S(x0,70) C S(x0,72) C Va, deci S(xg,79) C V1NVa,
ceea ce implicd Vi N Vs € V(zo).

Vi) YV € V(xg), IW = S(xo, ) € V(x0). Fie y € S(xg,), oarecare. Atunci
d(zo,y) < r, deci r — d(zo,y) "L 1/ > 0. Aratdm ca S(y,r’) C S(zo,7) = W
(deci va rezulta c& W € V(y)). Intr-adevir, Vz € S(y, '), rezult ci z € S(xo,7)
(deoarece d(xg, 2) < d(zo,y) + d(y, z) <7’ +d(xo,y) = 7).

Observatie. Din Vj rezulta c& S(zg,r) € V(y),Vy € S(zo,r) (orice sfera
deschisa centrata intr-un punct este vecindtate pentru orice punct al sdu).

Teorema (Proprietatea de separare Hausdorff) Va,y € (X,d),x # y,3V, €
V(x),3V, € V(y) astfel incit V, NV, = 0 (orice doud puncte diferite dintr-un
spatiu metric (X,d) pot fi separate prin vecindtati disjuncte ale lor).

Demonstratie. Deoarece z,y € (X,d),x # y, rezulta c& r = d(x,y) > 0.
Evident, S(z, §) € V(x), iar S(y, 5) € V(y). Demonstram ca S(z, 5)NS(y, 5) =
0. Intr-adevir, daci am presupune prin reducere la absurd ci S (x,5)NS(y, 5) #
0, ar rezulta ca exista z € (X,d) astfel incat z € S(z,%) si z € S(y,5). Prin

urmare, r = d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y) < § + § = r, contradictie.

Sisteme fundamentale de vecinatati.

Definitie. Dat fiind z¢y € (X,d), o familie U(z¢) de parti din (X, d) se
numeste sistem fundamental de vecindtati (sau bazd locald) pentru o daca:

1) Z/[(l‘o) C V(l‘o) si

2) VV € V(x0), U € U(xo) astfel incat U C V.

Exemple. 1) Ui(xo) = {S(x0,7)}r>0 (multimea tuturor sferelor deschise cu
centrul Intr-un punct xg € (X, d) formeaza un sistem fundamental de vecin&tati
pentru xg).

Intr-adevir, V.S(zo,r) € V(xo), deci Uy (z0) C V(xo). In plus, YV € V(xq),
conform definitiei, 35(xo,7) € U (x0) astfel incat S(zo,r) C V.

2) Us(0) = {S(z0, L) }nen+ (Intr-un spatiu metric (X, d), orice punct poseda
un sistem fundamental numéarabil de vecinatati) - se mai spune ci orice spatiu
metric satisface azioma I a numdrabilitatii (axioma C1).



(multimea tuturor sferelor deschise cu centrul intr-un punct z¢ € (X, d) si de
raza %, n > 1, formeaza un sistem fundamental numarabil de vecinatati pentru
330).

Intr-adevér, VYn > 1, S(zo, L) € V(xo), deci Us(xo) C V(xo). In plus, VV €
V(zg), 3S(xo, ) astfel incat S(xg,r) C V. Pe de altd parte, Ing € N* asa ca
% <7, deci 35 (g, L) € Uz (x0) astfel ca S(zg, =) C S(wg,r) C V.

no no

Multimi deschise. Multimi inchise (intr-un spatiu metric).

Definitie. i) O multime D C (X, d) se numeste deschisd daca fie este (), fie
este vecinatate pentru orice punct al sau.

Familia tuturor multimilor deschise din (X, d) se noteaza cu 74 i se numeste
topologia indusa de metrica d.

In particular, daci X = R* si d este metrica euclidians, atunci topologia
indusa de d se numeste topologia uzuald (obisnuitd) (naturald) T pe RF.

ii) O multime F C (X, d) se numeste inchisd daci cF este multime deschisa.

Proprietati ale mulgimilor deschise/inchise intr-un spafiu metric.

Propozitie. i) Orice reuniune (finitd sau infinitd) de multimi deschise este
multime deschisa;

ii) Orice intersectie finitd de multimi deschise este multime deschisa,

iii) Orice reuniune finitd de multimi inchise este multime inchisa,

iv) Orice intersectie (finitd sau infinitd) de multimi inchise este multime
inchisa;

v) X, () sunt multimi si deschise si inchise.

Demonstratie. i) Fie (D;);c; o familie oarecare de multimi deschise si

consideram D = UIDi.
i€

Daca D = (b, atunci, conform definitiei, D este deschisa.
Dacd D # (), atunci Vo € D = ,UIDi,HZ'o € I astfel ca v € D;,. Cum D;,
1€

este deschisd, vom avea D;, € V(x). Dar D;, C D, deci conform cu V3) obtinem
cd D € V(x), ceea ce antreneaza in final ca multimea D este deschisa.

ii) Fie Dy si Do multimi deschise oarecare. Aratadm cd D = D; N Dy este
deschisa. Daci D = (), afirmatia este evidentd. Daci D # 0, atunci Vo € D =
D1 N Dy, rezulta cd « € Dy si @ € Dy, deci Dy € V(x), Dy € V(x), de unde
Dy N Dy € V(x), ceea ce Inseamna in final ca multimea D este deschisa.

iii) si iv) rezulta din i) si ii) folosind relatiile lui de Morgan.

v) evident.

Probleme propuse.

I. Fie || - ||, norma euclidiana pe R*.



1. Fie x,y € R* oarecare. Verificati urmitoarele echivalente:

) <z,y>=0&|lz+yll = [z - ylf;

i) <2,y >=0< ||z +y||? = ||z]|* + ||y||* (generalizarea la R* a Teoremei
lui Pitagora);

i) <z +y,2—y>=0< |zl =yl

iv) <z,y >=0<% ||z + ty|| > ||z]|,Vt € R.

2. Fie z,y € R*. Arétati ca < z,y >= 3(||z||* + [|y[|* — ||z — y[|?).

3. Fie e¢; = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R*¥ unde cifra 1 este plasata pe locul
i,Vi =1,k (e1, e, ..., e, sunt versorii bazei canonice in R¥). Aritati ca:
k
i)x=)>Y <me >e,Vr Rk,
i=1

k
i) ||z||? = 2:1 < x,e; >2 Vo € RF (egalitatea lui Parseval);
1=

k
i) <z,y >= Y <6 ><y,e; > Vr,y € RF.
i=1
II. 1. Aratati ca exista spatii metrice in care are loc una dintre urméatoarele
situatii:
i) orice sferd deschisa este multime inchisa.
ii) nici o sferd deschisd nu este multime inchisa.

2. Aratati ca multimile A, = {(x,y) € R%; max(|z|, |y|) < €},& > 0 formeaza
un sistem fundamental de vecin#titi ale originii in R2.
Aceeasi problemi pentru multimile B. = {(z,y) € R?; |z| + |y| < e},e > 0.

3. Fie (X, |]-|]) un spatiu normat. Aratatica T'(z',r") C T(x,r) < |lz—2'|| <
r —r'. Este adevaratd afirmatia in cazul spatiilor metrice arbitrare?
4. Fie (X, d) un spatiu metric gi A C X. Definim functia d(x, A) = ingd(x, y),V €
ye

X (distanta de la punctul z la multimea A). Aratati ca |d(xz, A) — d(y, 4)| <
d(.’l}, y),VQL', Yy e X.

5. Aratati cd dacd A, D C (X,]|| -]|) si multimea D este deschisa, atunci
gi multimea A+ D = {a +d;a € A,d € D} (suma multimilor A si D) este
deschisa.

6. Aratati ca orice interval deschis din (R¥,7,), (a1,b1) % (a2,b2) X ... X
(ak,br), ai,b; € Rya; < b;,Vi =1, k, este multime deschisa.




Exemple. i) Intr-un spatiu metric, orice sferd deschisi este vecindtate pen-
tru orice punct al sdu, deci este multime deschisa (ceea ce justifica terminologia).

it) Intr-un spatiu metric, fie zo € (X,d) si r > 0 oarecare. Multimea A =
{z € X;d(z,z0) > r} este deschisi. Intr-adevir, Va2 € A (daci 3), 3’ =
d(xz,x9) —r (> 0) astfel incat S(z,r") C A:Vz e S(x,r’),d(z,z0) > d(x,z0) —
d(z,z) > d(x,z0) — 7' =

iii) Orice multime finita dintr-un spatiu metric este inchisa.
intr—adevér, dacd A = {x1,x9, ..., 2, }, sd ardtidm ca cA este deschisd. Pentru
aceasta, demonstram ci Vy € cA,3S(y,r) C cA. Atunci y # x;,Vi = 1,n, deci
d(z;,y) > 0,Vi = 1,n gi fie r = mind(z;,y). Vz € S(y,r), avem d(y,z) < r <
1=1,n

d(z;,y),Vi =1,n, deci z # x;,Vi = 1,n, ceea ce Inseamna ca z € cA.

iv) Orice sfera inchisd T'(xo,r) dintr-un spatiu metric (X,d) este inchisa
(ceea ce justifica terminologia). S& aratam deci c& ¢T'(xzg, r) este deschisa, adica,
Yy € ¢T'(xg,r), IS(y,r") C T (xo,r). Intr-adevir, deoarece d(xg,y) >r, fler’ =
d(xo,y)—r.Vz € S(y, ') satisface d(xg, z) > d(xo,y)—d(y, z) > d(xg,y)—1" =7,
de unde concluzia.

Propozitie. Orice multime deschisd nevida D dintr-un spatiu metric (X, d)
se poate reprezenta ca o reuniune de sfere deschise.

Demonstratie. Vo € D,35(z,r;) C D, deci D = UD{:E} - UDS({E,TI) C
fAS] TE
D, de unde D = gDS(x, Tsz)-

Observatie. O intersectie infinita de multimi deschise poate sa nu fie de-
schisa: X =R, D,, = (—, 1) sunt deschise, ¥n € N*, dar Oﬁ)an = {0} nu este
n=

n’n

deschisa.

Definitie. Fie X o multime oarecare nevida.

I) O familie 7 C P(X) se spune ci este o topologie pe X daci:
1) V(Di)iel Cr=D= iLGJIDi €T,

ii) VDy,Dys e 7= D =D1NDy €T,

iii) X,0 € 7.

IT) Cuplul (X, 7) se numeste spatiu topologic.

Exemplu. i) Orice spatiu metric (X, d) este spatiu topologic (X, 74) (in ra-
port cu topologia indusa de metrica) (7,4 este familia tuturor multimilor deschise
din (X, d)).

ii) Fie (X,do) spatiul metric discret. Deoarece Vo € X,S(z,1) = {«},
rezultd cd VA C X, A = UA{ac} = UAS(ac,l), care este multime deschisa.

e e
Prin urmare, orice submultime a unui spatiu metric discret este deschisa, ceea

ce antreneazd P(X) C 74,. Deoarece incluziunea inversd are loc intotdeauna,
rezultd ca 74, = P(X).



Pe de alta parte, rezulta imediat si ca orice submultime a unui spatiu metric
discret este inchisa.

Multimi marginite.
Fie o multime nevidd A C (X, d).

Definitie. i) Numim diametruy al multimii A, §(A) = sup{d(z,y);z € A,y €
A} (€ [0, 00]).

ii) Spunem c& mulfimea A este mdrginita daca 6(A) < oco.

iii) Spunem ca mulfimea A este nemdrginita daca 6(A) = oco.

Teorema. Fie A,B C (X,d), A, B # 0.
i) Daca A C B, atunci 6(A) < §(B);
i) 6(A) =0 A= {xo};

i) (S(xo, 7)) < 6(T(x0,7)) < 21

Demonstratie. i) si ii) sunt evidente din definitia diametrului.
iil) Va,y € T(xo,7), avem d(z,x0) <7 si d(y,zo) < r, de unde d(z,y) < 2r,
ceea ce implicd §(T'(xo, 7)) = sup{d(z,y);x € T(zo,7),y € T(xo,7r)} < 2r.

Teorema. O mulfime nevida A C (X,d) este marginitd dacd $i numai daca
3 o sferd deschisd care sd o cuprindd: Ir > 0 astfel incdt A C S(xg,r), 9 € X.

Demonstratie. Necesitatea. Intrucat A este marginita, 0(A) < oc.

Daca A = {x¢}, problema este terminata.

Dacd Iz # zo, 2,29 € A, fie r > 25(A)(> 0). Aratdm cd& A C S(zo,7).
Intr-adevir, Vz € A, avem d(xg, z) < d(z,zo) + d(z, z) < 26(A) < .

Suficienta. Presupunem ca 3r > 0 astfel incat A C S(zo,r). Atunci §(A4) <
0(S(xo,m)) < 2r < 0.

Teorema. Fie (X,||-||) un spativ normat. Atunci o multime nevidd A C
(X, || - |) este marginita dacd si numai dacd existd o sferd deschisd centratd
in origine care sd o cuprindd, adicd, Ir > 0 astfel incat A C S(0,7) (0 este
originea lui X).

Demonstratie. Suficienfa este imediata.

Necesitatea. Intrucat multimea A este marginita, 3r > 0 astfel incat A C
S(xo,7), T € X. Fier’ = ||xo||+7 (> 0). Este suficient s& aratam cd S(zg,r) C
5(0,7'). Intr-adevir, Vz € S(xo,7), avem ||z]| < d(xo, 2)+||zo|| < 7+ ||zo|| = 7.

Puncte interioare. Interiorul unei multimi.

Fie A C (X,d), o mul{ime oarecare, nevida.



Definitie. i) Un punct g € A se numeste punct interior multimii A daca
A € V(xg), adica Ir > 0 astfel incat S(zg,r) C A.
ii) Totalitatea punctelor interioare multimii A se numeste interiorul lui A si

o
se noteaza prin intA sau A.

Exemple. (in topologia uzuali din R¥)
o o [e] [e]

—

i) [a,b] = [a,b) = (a,b] = (a,b) = (a,b),Va,b € R,a < b;

i) Q =R\Q = 0;

iii) Dacd A = (0,1], atunci 1 € A, far 0si 1 ¢ 4;

iv) Fie A = {(z,y); 22 +y? < 4,2 > y}. Atunci A = {(z,y);22 + > < 4,2 >
Y}

Propozitie. (proprietati ale interiorului unei multimi)

i) AC A VA C (X,d);

ii) AC B,VA,B C (X,d), cu AC B;

i) AN B = AN B,YA, B C (X, d);

iv) AUB C AUB,VA, B C (X,d);

Observatie. Incluziunea poate fi stricta: A =1[0,1),B =11,2],A=(0,1),B =
(1,2), AUB = (0,2) 2 (0,1) U (1,2).

v) A este multime deschisd dacd si numai dacd A = A;

vi) A = U_ D (interiorul unei multimi A este cea mai ampld multime

Derq,DCA
(in sensul incluziunii) deschisd continuta in A).

Demonstratie. i) evident.

ii) Vo € A, rezulta cd A € V(z), deci pentru VB C (X,d), cu B 2 A, avem
B € V(x), deci x € B.

iii) Conform i), ANBC Asi ANB C B, deci ANB C AN B.
Pentru incluziunea inversa, Yo € AN B, rezultd ca A € V(x) si B € V(z),

—

deci AN B € V(x), ceea ce Inseamna ca x € AN B.
iv) rezulta imediat din ii).

o
v) Necesitatea. Din i), A C A. Pentru incluziunea inversa, deoarece A este
o o
multime deschisd, rezultd ca Vo € A, avem A € V(x), adicd x € A, deci A C A.

o [e]
Suficienta. Deoarece A = A, aceasta inseamna ci Vx € A, avem x € A,
adica A € V(z), deci A este deschisa.



Puncte aderente. Aderenta unei multimi.
Fie A C (X,d) o multime oarecare, nevida.

Definitie. i) Un punct zg € (X,d) se numeste punct aderent multimii A
daca VNA#0D,YV € V(xo).

ii) Totalitatea punctelor aderente multimii A se numeste aderenta (sau inchiderea)
lui A si se noteaza prin A sau clA.

Definitie. Spunem ca: B
i) multimea A este densd in (X, d) dacd A = X.
il) spatiul (X, d) este separabil dacd JA C X numérabild, densa in X.

_ Teorema (de caracterizare folosind sistem fundamental de vecindtdati) xo €
A dacd st numai dacd Ye > 0, S(zg,e) N A # 0.

Demonstratie. Necesitatea. Daci xg € A, deoarece Ve > 0,S(zg,e) €
V(zg), rezultd conform definitiei cd S(zg,e) N A # 0.

Suficienta. YV € V(wzp),Jeo > 0 astfel incat S(zg,e9) C V. Conform
ipotezei, obtinem c& S(zg,e0) N A # 0 si intrucat S(zg,e9) C V, rezultd cu
atdt mai mult ca V N A # (.

Exemple (in topologia uzuala din R¥)

i) [a,b] = (a,b] = (a,b) = [a,b) = [a,b],Va,b e R,a < b.

ii) Q = R\Q = R (deci Q si R\Q sunt dense in R). De altfel, de exemplu,
in general, si Q¥ = R* (deci QF este densa in RF). R este spatiu separabil,
vk > 1.

iii) Daci A C R este o multime nevidd, mirginita, atunci sup A4, inf A € A.

iv) Fie A = {(z,y); 22 +y? < 4,2 > y}. Atunci A = {(z,y);22+y> < 4,2 >

y}

Teorema (relatiile (duale) de legdtura intre interior gi aderentd).

i) c(A) = c¢A (complementara aderentei este interiorul complementarei);

ii) ¢(A) = cA (complementara interiorului este aderenta complementarei).

Demonstratie. i) x € ¢(A) & 2 ¢ A< g9 > 0 asaca S(z,60) NA=0 &

Jdeg > 0 agsa ca S(z,60) CcA S x € cA.

o
o

ii) analog sau c(cA) = cA = A & c(A) = cA.

Propozitie. (proprietati ale aderentei unei multimi)
i) AC A VA C (X,d);

ii) AC B,VA,B C (X,d), cu AC B;

iii) AU AUB,VA,B C (X,d);

iv) AN

B:
B2 ANB,VA,BC (X,d);



v) A este mulfime inchisa daca si numai dacd A = A,

vi) A = N F (aderenta unei multimi A este cea mai micd multime
cFETy,FOA

(in sensul incluziunii) inchisa care contine A).

Demonstratie. i) evident.

ii) Vo € A, rezultd ca YV € V(z), VN A # ), deci cu atat mai mult vom avea
V N B # (), ceea ce iInseamna ci = € B.

iii) cANcB =cAncB & c(AUB) = c(A/U\B) =cANcB = c(AUB), deci
concluzia.

iv) este imediatad din ii).

v) A este inchisd daca si numai daci cA este deschisa, adicid cA = cA = cA,
de unde concluzia.

Propozitie. Daci A C (X,d) este o multime nevidd marginita, atunci

d(A) =6(A).
Demonstratie. Evident, §(4) < §(A). Pentru inegalitatea inversd, fie

x,y € A, oarecare. Atunci Ve > 0,3z,2” € A, incat 2. € S(x,¢) si 27 € S(y,e).
Prin urmare, Ve > 0, d(z,y) < 2¢ +d(2.,2) < 2e 4+ 6(A), deci Vx,y € A, avem

d(z,y) < 6(A), de unde §(A) < §(A).

Frontiera unei multimi.
Fie A C (X,d), A #0.
Definitie. Multimea FrA = A\A(= AN cA) se numeste frontiera lui A.

Teorema. i) A= A\FrA;ii) A= AUFrA.

Demonstratie. i) A\FrA = AnNc(AN c;)l) =AN[cAU ;1] =(ANncA)uU
(ANA)=(A\A)UA=A.
i) AUFrA=AU[ANcAl = (AUA)N(AUcA) = AN X = A.

Propozitie. i) F'rA este multime inchisa; ii) FrA = Fr(cA).

Demonstratie. i) rezultd imediat din definitia frontierei, ca intersectie de
multimi inchise.

i) FrA=ANcA=cANA=cANccA = Fr(cA).

Puncte de acumulare. Derivata unei multimi. Puncte izolate.

Fie A C (X,d) o multime oarecare, nevida.



Definitie. i) Un punct z € (X, d) se numegte punct de acumulare pentru
multimea A dacd [V\{zo}] N A # 0,YV € V().

Totalitatea punctelor de acumulare pentru multimea A se numeste mulfimea
derivatd lui A si se noteaza prin A'.

ii) Un punct g € A care nu este punct de acumulare se numeste punct izolat.

Prin urmare, xo € A este punct izolat daca si numai daca 3V € V(zp), Vo N

A= {ZL’O}

Teorema (de caracterizare cu sistem fundamental de vecindtati) xo € A’
dacd $i numai dacd Ye > 0,[S(xg,e)\{zo}] N A # 0.

Exemple. (in topologia uzuala din R¥)

i) [a,b)" = (a,b)' = (a,b)’ = [a,b)’ = [a,b],Va,b € R,a < b;

i) Q' = (R\Q)' =R.

iii) Fie A = {(z,y); 22 +y? < 4,7 > y}. Atunci A’ = {(z,y); 2% +y? < 4,2 >

y}

Propozitie. (proprietdti ale multimii derivate)

i) A’ C A,VA C (X,d) (orice punct de acumulare este punct aderent);
ii) A’ C B',VA,B C (X,d), cu A C B;

iii) (AUB) = A'UB’,VA,B C (X,d);

iv) A= AU A VA C (X, d).

Demonstratie. i) este evident.

ii) Vo € A, rezultd ca VYV € V(z), [V\{z}] N A # (), deci cu atdt mai mult
vom avea [V\{z}] N B # 0, ceea ce Inseamni ci x € B'.

ili) Datoritd ii), obtinem imediat cd A’ U B’ C (A U B)'. Pentru incluzi-
unea inversd, pentru Vz € (AU B)" avem ca pentru Ve > 0, [[S(z,e)\{z}] N
Al U [[S(z,e)\{z}] N B] # 0, ceea ce inseamnd ca [S(z,e)\{z}] N A # 0 sau
[S(x,e)\{z}] N B # 0, adica, x € A’ U B’ (intr-adevar, dacd presupunem prin
reducere la absurd ci 35(z,e1) astfel ca [S(z,e1)\{zo}] N A = 0 si 3S(z,e2)
astfel ca [S(z,e2)\{z0}] N B = 0, atunci pentru S(z,e9) = S(x, min{e1,ea}) se
obtine imediat contradictia).

iv) AC Asi A’ C A, deci AU A’ C A. Pentru incluziunea inversi, fie x € A,
oarecare. Daci x € A, atunci x € AU A’. Daci © ¢ A, cum = € A, rezulta
c& pentru orice € > 0, [S(z,e)\{z}] N A # 0, ceea ce inseamni c&d = € A’, deci
reAUA.

Probleme propuse.

L (In (R, 7,))
1. Aratati ca:

) [0,6] = [a,b) = (a,b] = (a,b) = (a,b),Ya,b € R,a < b;



i) Q = R\Q = 0

iii) [a,b] = (a,b] = (a,b) = [a,b) = [a,b],Va,b € R,a < b;
iv) @ =R\Q=R;

v) [a,b]" = (a,b) = (a,b) =[a,b) = [a,b],Va,b € R,a < b;
vi) Q' = (R\Q)' =

2. Aflati interiorul, aderenta, multimea derivata si frontiera urmaéatoarelor
multimi. Specificati pentru fiecare multime in parte daca este deschisa, inchisa,
marginita:

i) A=1[2,3)U{4}uU(5,7);

if) A= (R\Q)N[0,1);4 = Qn 0, 1];

i) A= {L}nen;

iv) A= {(z,y);2* +y* <1}

V) A={(2,4);0 <y <z+1};

vi) A= {(z,y);2% +y* > 3};

vil) A = {(z,y); 2% + y* <4,z > 0};

vii) A = {(z,9);2° +y* < 2,2 > y};
ix) A={(z,y);0<y<z+1lz <2}
) {(% %) neN*-

3. Fie mulgimile A = [0,1), B = {;77sin 5" + (1 + ¢ ) o181 C =

Ax BCR2 Aflati A, 4, A', FrA, B, B, B, FrB,C,C,C" ,Frc.

4. Aratati ca orice interval inchis [ay,b1] X [ag,ba] X ... X [ag,bx] C RE,
a;,b; € Rya; < b;,Vi =1, k, este multime inchisa gi marginita.

5. Aratati cd in R?, diametrul sferei inchise (discul) T'(x,r) este 2r.

6. Ardtaticd daca A C R este o multime nevida, marginitd, atunci sup 4,inf A €
A.

II. 1. Aratati ca intr-un spatiu metric, o multime finitd nu poate avea puncte
de acumulare (deci multimea derivatd este vida).

2. Fie (R,do), do metrica discretd. Aflati A pentru A = (0,1) in topologia
discreta 7. Comparati cu A in topologia uzuala 7.

3. Ardtaticd A C (X,d), A # 0 este deschisi dac8 si numai dacad ANFrA =)
iar A este inchisa daca si numai daca FrA C A.

4. Fie (X,d) un spatiu metric i A C (X, d). Aratati cd A este inchisd daca
si numai daca A’ C A.
5. Fie (X,d) un spatiu metric si A C (X,d), A # 0.
Definim functia d(z, A) = iggd(m,y),vgc € X (distanta de la punctul z la
y

multimea A).
Aratati ca:



i)d(z,A)=0&z € A (deci A= {z € X;d(z,A) = 0});
ii) Daca S(A,r) = {z € X;d(z,A) < r},T(A,r) = {z € X;d(z,A4) <
r},r >0, atunci A = QOS(A,T‘).

6. Fie A C (X,d), A # (. Aratati cd multimea A’ este Inchisa.

7. Arétati ca in orice spatiu metric au loc:
i) orice multime inchisa este G (intersectie numéarabild de multimi deschise);
ii) orice multime deschisa este F,,(reuniune numarabild de multimi inchise).

8. Aritati cd in orice spatiu normat (X, || -1|), S(xo,7) = T(xo,7), dar
rezultatul nu se pastreaza pentru spatii metrice.

9. Fie A C (X,d), A # (0. Aratati ca:

i) A=

i) A=

U ;
Derqy,DCA

N ;
cFeTy,FDA



Dreapta reala incheiata, ca spatiu metric

R =RU{—00,00} (dreapta reali incheiata).

In raport cu distanta euclidiana data de modul,

- dacd g € R,V € V(xp) daca I(xzg —e,20 +) C V.

-V € V(—o0) daci J[—o0,a) C V;

-V € V(+00) dacd 3(b, +oo] C V.

Observim ci nu putem defini in R o distanti cu ajutorul modulului, la fel

cum se intdmpla in R, deoarece, de exemplu, d(+00,4+00) = | + 0o — (+00)| =
|oco — oo| nu are sens.

l,z =00
Fie atunci f : R — [~1,1], f(z) =< —1,2 = —00 (functia limitativd a lui
%‘z‘,l’ eR

Baire).
[ este o bijectie, iar aplica‘gia@ :RxR— Ry, d(z,y) = |f(x)— f(y)|, Yo,y €
R este o metricd pe R. Astfel, (R, d) devine spatiu metric.

Subspatii ale unui spatiu metric.

Fie un spatiu metric (X,d) si Y C X,Y # 0. d/y«y este de asemenea o
metricd, numita metrica indusa de d pe Y.

(Y,d/y xy) este spatiu metric, subspatiu al spatiului metric (X,d).

Exemple. Fie R inzestrat cu metrica euclidiana d. QQ inzestrat cu metrica
d(z,y) = |z — y|,Vx,y € Q, este subspatiu al spatiului metric (R, d).

In schimb, Q inzestrat cu metrica discretd dy nu este subspatiu al spatiului
metric (R, d).

Teorema. Fie Y C X un subspativ al spatiului metric (X,d). O multime
M* C Y este deschisd (respectiv, inchisd) in Y dacd $i numai dacd existd o
mulfime deschisd (respectiv, tnchisd) M C X asa ca M* =M NY.

Teorema. Fie Y C X un subspatiu al spatiuvlui metric (X,d) si fie x € Y.

O multime V* C Y este vecindtate a lui x in Y dacd si numai dacd ezistd o
vecinatate V a lui x in X asa ca V¥ =V NY.

SIRURI DE PUNCTE IN SPATII METRICE



Fie (X, d) un spatiu metric oarecare.

not.

Definitie. O aplicatie f : N — X,Vn € N, f(n) ="z, € X, se numeste gir
de elemente din X.

Definitie. i) (cu vecinatdfi) Spunem ca un sir (z,,), C (X, d) converge (sau
este convergent) la un element a € X daca orice vecindtate a lui a contine toti
termenii girului de la un loc incolo, adica, YV € V(a),3Iny € N astfel incat
Yn >ny,x, € V.

Notam aceasta prin nh_)ngoxn = a sau x, — a.

ii) Spunem ca sirul (z,,)n C (X, d) diverge (sau este divergent) daca nu este
convergent.

Teorema (de caracterizare). Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
i) lim x,, = a (definifia cu vecindtati);
n—oo
it) (definitia cu sfere) VS(a,€),3In. € N astfel incdit Vn > ng,x, € S(a,e);
ii1) (definitia analitica) Ve > 0,3n. € N astfel incit Yn > ne,d(xy,,a) < ¢,
adicd, echivalent, lim d(z,,a) = 0.
n—oo

Demonstratie. Evident, ii) < iii).
i) = ii): Se aplicd i), tindnd seama ca orice sferd deschisd centratd intr-un
punct este vecinatate a punctului respectiv.

ii) = i): VV € V(a),3S(a,e) C V gi se foloseste ii).

Observatie. i) Orice sir constant este convergent.
ii) Prin addugarea sau eliminarea unui numar finit de termeni, un sir conver-
gent raméane convergent la aceeagi limita, iar un sir divergent ramane divergent.

Definitie. Spunem ca sirul (z,), C (X,d) este marginit dacd multimea
{z,} a termenilor s&i este marginita.

Definitie. Fie (z,), C (X,d). Un sir (yn)n C (X,d) se numeste subgir al
sirului (x,), dacd existd un sir strict crescitor de numere naturale (ny )y astfel
incat y, = zp,,Vk € N.

Observam ca Vk € N, ng > k.

Proprietati ale sirurilor convergente.

Teorema. (unicitatea limitei) Limita oricdrui sir convergent dintr-un spatiu
metric (X,d) este unicd.

Demonstratie. Fie (z,), C (X,d) un gir convergent. Presupunem prin
reducere la absurd ca exista a,b € X,a # b, astfel incat =, — a, x, — b.
Conform proprietitii de separare Hausdorff, exista V, € V(a) si V;, € V(b) astfel



incat V, NV, = 0. Deoarece x,, — a, dn; € N astfel incat Vn > ny,z, € V.
Analog, deoarece z,, — b, dny € N astfel incat Vn > no, x,, € V,. Prin urmare,
Vn > ng = max{ni,ns}, x, € Vo NV, deci V, NV}, # 0, contradictie.

Teorema. Orice gir convergent din (X,d) este mdrginit.

Demonstratie. Fie (z,,), C (X, d) un sir convergent la un punct a € (X, d).
Pentru e = 1, exista ny € N astfel incat Vn > ny, d(zn,a) < 1.
Notam cur = max{1,d(x1, a),d(z2,a), ...,d(Tn,—1,a) }, deci (x5 )n>1 C S(a,r).

Teorema. Orice subsir (xn, )i al unui gir convergent (), din (X,d) este
convergent gi are aceeagi limitd ca (xy,)p.

Demonstratie. Fie a = klim k. Atunci Ve > 0,3kg € N astfel Incét

— 00
Vk > ko,d(zg,a) < e. Dar Vk > ko,ni > k > ko, deci d(zp,,a) < €, ceea ce
inseamna cd x,, — a.

Caracterizari ale unor elemente topologice cu ajutorul sirurilor.

Deoarece, aga cum s-a vizut, orice punct a dintr-un spatiu metric (X, d) ad-
mite un sistem fundamental numérabil de vecinatati U = {S(a, =) }nen-, vom da
in cele ce urmeaza caracteriziri cu ajutorul girurilor, ale punctelor aderente/de
acumulare, respectiv ale multimilor inchise:

Teorema. Fie A C (X,d) o mulfime oarecare, nevidd.

i) a € A dacd si numai dacd 3(zy,)n C A astfel incdt x, — a.

ii) a € A’ dacd st numai daca I(xn)n C A\{a} astfel incat z, — a.

i11) Multimea A este inchisa dacd $i numai dacd V(xp), C A, cu x, — a,
rezulta ca a € A.

Demonstratie. i) Necesitatea. Daci a € A, atunci VV € V(a),V N A # 0.

In particular, Vn € N*, pentru V = S(a7%)78(a, %) NA # 0, deci, Vn €
N*/3(zy), C A astfel incat z,, € S(a, %), adicd, echivalent, d(z,,a) < %, ceea
ce implica z,, — a.

Suficienta. Presupunem acum ca existd (z,), C A astfel Incat =, — a.
Fie V € V(a) o vecinatate arbitrard. Deoarece x,, — a, conform definitiei cu
vecindtati, existd ny € N astfel incat Vn > ny, z,, € V. Prin urmare, VNA # 0,
deci a € A.

ii) rezultd imediat din i).

iii) Necesitatea. Daca A este inchis#, atunci A = A. Fie (z,), C A conver-
gent la un punct a. Atunci, conform punctului i), a € A = A.

Suficienta. Presupunem ca orice sgir convergent din A are limita in A. Pe de
o parte A C A, iar pe de alta parte, Va € A, conform punctului i), 3(z,,), C A
astfel incat x,, — a. Dar atunci, conform presupunerii, obtinem ca a € A, deci
A C A. Prin urmare, in final, A = A, adica A este inchisa.



Spatii metrice complete.

Definitie. Spunem ci un sir (z,,), C (X, d) este Cauchy (sau fundamental)

dacd Ve > 0,3n. € N astfel incat Vn,m > n., d(z,, ) < &,
sau, echivalent,
Ve > 0,3n. € N astfel incat Vn > ne,Vp € N* d(xn, Tpyp) < €.

Teorema. Orice gir convergent () este Cauchy.

Demonstratie. Fie a = lim x,. Atunci Ve > 0, dn. € N astfel incat Vn >

n—oo
Ne,d(Tn,a) < 5, deci, Ve > 0,3n. € N astfel incat Yn,m > ne,d(z,, vm)
d(xn,a) +d(zpm,a) < 5+ 5 =«

Teorema. Orice sir Cauchy (), este marginit.

Demonstratie. Intrucat sirul (zn)n este Cauchy, pentru ¢ = 1,3n; €
astfel incat Vn,m > ni,d(xn,xn) < 1. In particular, d(z,,z,,) < 1,Vn
ni. Fie r = max{l,d(z1,z,,),d(x2,Tpn,), ..., d(Tn, —1, T, ) }. Atunci (z,)n>1

S(zn,, 7).

<

Definitie. Un spatiu metric (X,d) se spune ci este complet dacd orice sir
Cauchy este convergent (altfel spus, notiunile de gir Cauchy si gir convergent

coincid).

Problematica in R* (k£ > 2) (cu metrica euclidiana indus# de norma eu-

clidiana).
Fie (z,,), C RF. Atunci
Iy = (Z%,Z%, . 7x11€)7
ry = (2,23, ..., 25),
*
Tn = (x}vxzu Jﬁ)v

(z8), CR,i =1,k se numesc siruri de coordonate.

Teorema (convergenta in R¥). Un sir (v,), C R* este convergent (in R¥)

la a = (ay,as,...,a;) € R¥ dacd si numai dacd x!, — a; (in R),Vi = 1, k.

Demonstratie. Vom folosi urmatoarea dubla inegalitate:

k
Vn € N\Vi=1,k, |28, — a;] < ||zn —al| < Z\x; — agl.
i=1

Necesitatea. Daci x,, — a, atunci ||x,, —a|| — 0, de unde a?, — a;,Vi =1, k.



) — koo
Suficienta. Daca zl, — a;,Vi = 1,k, atunci Y |z}, — a;| — 0, de unde
i=1
||zn, — a|| — 0, ceea ce Inseamna c& z, — a.

Exemplu. Sirul (z,,), C R3, de termen general z,, = (%, nsin %, Silrrfn”), Vn >

2, este convergent in R3, cu limita vectorul (1,1,0).

Observatie. Un rezultat analog are loc in general pentru spatiul metric
produs al k spatii metrice oarecare.

Teorema (proprietatea Cauchy in R¥). Un sir (Tn)n C R¥ este Cauchy in
R* dacd si numai dacd (2%), este Cauchy in R,Vi =1,k.

Demonstratie. Se rationeaza ca la teorema anterioara, tinand seama ca

k
Vn,m € N,Vi = 1,k |2}, — @b | < [[en — x| <2k, — 2.
=1

Teorema (mdrginirea in R¥). Un sir (z,), C R este mdarginit in R¥ dacd

si numai dacd (%), este mdarginit in R,Vi =1, k.

Demonstratie. Se rationeaza asemanator, tinand seama ca

k
Vn € N,Vi = 1k, |2%| < ||z < Z|x;|

i=1

Teorema (caracterizarea Cauchy). Un sir (z,)n, C R¥ este convergent dacd
i numai dacd este sir Cauchy (deci R¥ cu metrica euclidians este spatiu metric
complet).

Demonstratie. Sirul (z,,), C R este convergent in R¥ daca si numai daca
Vi = 1,k, (z},)n C R este convergent, adici, echivalent, Cauchy in R, ceea ce
echivaleazi cu faptul ci (z,,), este Cauchy in R¥.

Teorema. (Cesaro). Orice sir mdrginit din R¥ are subsiruri convergente.

Demonstratie. Pentru simplificarea scrierii, vom presupune, fara a re-
strange generalitatea, ca k = 2.

Fie deci () = (z},22), C R? un sir marginit. Rezulta ci (z}),, (z2), C

n)n = \Tp, Ly )n 3 gL, zulta Ca Ty, )n; (T )n
R sunt de asemenea marginite. Lema lui Cesaro aplicata lui (zl),, antreneaza
existenta unui subgir (2}, ) al siu convergent. Aplicind din nou Lema lui Ce-
saro pentru sirul méarginit (7 ), rezulti cd existd un subsir (22 ), al sdu con-
p

2

- )p al sirului (zy,)n.

vergent. Prin urmare, exista subsirul convergent (x}lk , T
p

Teorema. Dacd in R* cu norma euclidiand, x,, — a, atunci ||z,|| — ||a||.



Demonstratie. Avem: |||z,||—||a||| < ||z, —al|, ¥n € N. Deoarece z,, — a,
avem ||z, — a|| — 0, si, conform criteriului majorarii, |||z,|| — ||a||| — 0, adica
lznll = llal]-

Observatie. Din teorema anterioara rezulti ca in R cu norma euclidiana,
daca un gir este convergent, atunci sirul normelor este de asemenea convergent.
Reciproca nu este in general adevarata. Exemplul urmator arata ca exista si
siruri divergente pentru care girul normelor converge:

Sirul (z,), C R% 2, = (1+(721)n+17 1+(;1)n),vn > 1, este divergent, dar
sirul (||xn||)n este convergent.

Teorem3. Intr-un spatiu metric complet (X, d), subspatiile inchise coincid
cu cele complete.

Demonstratie. Fie o multime oarecare A C (X, d).

Necesitatea. Presupunem ca A este inchisa si fie (z,,), C A un sir Cauchy.
Atunci (z,,), este de asemenea gir Cauchy in X, deci converge la a € X. Prin
urmare, a € A = A, ceea ce inseamna in final ci (z,), converge in A, deci A
este subspatiu complet.

Suficienta. Presupunem ci A este subspatiu complet i ardtam ca este
multime inchis&, adica, echivalent, A C A. Fie deci y € A, oarecare. Existd
atunci (z,,), C A, cu z,, — y. Prin urmare, (z,,), este sir Cauchy in A care este
din ipoteza subspatiu complet, deci z,, — z € A. In consecinta, y = z € A.

Exemple. i) Subspatiul [a,b] C (R,d,) este complet (a,b € R,a < b).
ii) (—o0,a), (b,400) C (R, d,) nu sunt spatii metrice complete (a,b € R).
iii) Subspatiul Q* C (R¥,d,) (k > 1) nu este complet (nu este inchis).

Teorema. Pentru orice spatiu metric, exista un spatiu metric complet care
sa il contina ca subspatiu.

Teorema (Cantor) (de caracterizare a spatiilor metrice complete). Un
spatiu metric (X,d) este complet daca si numai daca V(F,), un sir descen-
dent de multimi nevide, inchise, cu lim §(F,) = 0, avem o(%an £ .

n=

n—00

Demonstratie. Necesitatea. Fie (F),), un gir descendent de multimi nevide,

inchise, cu lim 6(F,,) = 0. Deoarece Vn € N, F,, # 0, rezulta ca Iz, € F,.
n—oo
Deoarece F,, O F,4p,Vp € N, avem d(xy,, Tnip) < 0(Fy),Vn € N,Vp € N.
Intrucat lim (F) = 0, rezulta ca Ve > 0,3ng € N astfel incat Yn > ng,Vp € N,
n—oo
d(zy, Tnyp) < €, ceea ce inseamni ca girul (z,,), este Cauchy in spatiul metric
complet (X, d), deci existd x € X asa ca lim z, = z.
n—oo

Vom ardta ciz € F,,Vn € N. Intr-adevir, Vn € N, 4,, = {Zns Trt1s - Tntpy -}

Probleme propuse



I. (In R* cu norma euclidiani)
1. Stabiliti daca urmatoarele giruri sunt convergente:
i) (zn)n CR® 2y = (22 psin 2, /n+1),Vn > 2;

n n’

.. _ _1\n+1
i) (Zn)n C R, 20 = (mhg+oshg +ot sy 5+ 5+ 52—, ()", n(2)™), Vn >

i) (2,)n C R%, 2, = (Vn2(/n+1— ¥/n—1), %),Vn > 1.

2. Fie sirul (z,), C R® 2, = (14 2)", ¢/n, Lsinn),Vn > 2. Determinati

A € R astfel incat = lim x,, si fie la distantd minim# in R? fata de punctul
n—oo
a=(1,e ).

3. Studiati convergenta si in caz afirmativ calculati limita sirului (x,,), C
R*, z, = ((cos %)”2, Vn(vn+1—y/n—1), nim,n(QMCSinsln—l)),Vn >2,a€R

fiind arbitrar, fixat.

4. Fie girul (z,), C R% 2, = (2nsin 2, 10%) vn > 2. Aritati cd sfera

n’ n

5((0,0),1) C R? poate contine doar un numar finit de termeni ai sirului.

5. Fie A,D C RF. Aritati ca dacs multimea D este deschisi, atunci D4+ A =
D + A. Aratati ca ipoteza asupra multimii D este esentiala.

6. Fie sirul (z,), C R3 x, = ((—1)”2—1‘;,3"(2% —1),cos &F),Vn > 1.

Precizati daca sirul este convergent. Studiati apoi marginirea girului.

7. Fie multimea A = {(z,y);2% +y?> < 9,y > = + 1}. Aratati cu aju-
torul caracterizarii cu siruri ca multimea A este inchisd. Este multimea B =
{(z,y);2% +y> <9,y > + 1} inchisa?

8. Cercetati daca multimea A = {(x,y); (2 + y?)? = 2(2? — y?)} C R? este
marginita. Este inchisa?

9. (Teorema lui Cauchy-Bolzano) Aratati cd orice mulfime marginitd si
infinitd din R are cel putin un punct de acumulare.

10. (caracterizari cu siruri ale notiunilor de interior/multime deschisd)

o
Fie A C R*¥ o0 multime oarecare nevida. Aritati ci un punct z € A daca si
numai daca V(xy ), xn — ¢, Ing € N astfel incat Vn > ng, x, € A.
Deduceti de aici ca o multime nevida D este deschisa daca si numai daca
Va € D i V(xp)n, Tn — x,Ing € N astfel incat Vn > ng, z, € D.

IT. 1. Aratati cd dacd un sir Cauchy (z,), C (X,d) contine un subsir
convergent la un punct z € X, atunci z,, — .

2. Aratati ca orice spatiu metric finit este complet.

3. Aratati ca orice spatiu metric discret este complet.

4. Fied:NxN—>R+7d(m,n)={ HO’T:m”#n VYm,neN.
m-+n’

Aratati ca (N, d) este spatiu metric complet.



0,z=y
Aratati ca (R4, d) este spatiu metric complet.

5. Pe R, se introduce metrica d(z,y) = { rtye sy , Vo,y € Ry,

6. Aratati ca dacd (X;,d;),i = 1,k sunt k spatii metrice oarecare si con-
k
sideram spatiul metric produs (X, d), X = X1 x...x X, d(x,y) = 1/ d_di(x;, y:), Vo, y €
i=1

X, atunci un sir (z,), C (X,d),, = (z},...,2F),¥n € N, (2%, C X;,Vi = 1,k,

converge (in (X,d)) la a = (ay,...,ax),a; € X;,Vi = 1,k < (z¢),, converge la a;
(in (X“dl)),VZ = 1,k‘

7. Fie d: N* x N* — R, d(m,n) = |1 — 1| ¥m,n € N*.

m n
Aratati ca (N*, d) este spatiu metric care nu este complet.

8. Aritati ca (0,1] privit ca subspatiu al spatiului (R,d,) nu este spatiu
metric complet, dar Inzestrat cu metrica discreta este spatiu metric complet.

9. Aratati ca daca:

1) (@n)n, (Yn)n sunt giruri convergente intr-un spatiu metric (X, d), atunci
(d(zn, Yn))n este sir convergent in (R, d,,).

il) (n)n, (Yn)n sunt siruri Cauchy intr-un spatiu metric (X, d), atunci (d(2y, yn) )n
este gir Cauchy in (R, d,).



Teorema (Cantor) (de caracterizare a spatiilor metrice complete). Un
spativ metric (X,d) este complet dacd si numai daca V(Fy), un sir descen-
dent de multimi nevide, @nchise, cu lim 6(F,) =0, avem Oﬁan # .

n—oo n=

Demonstratie. Necesitatea. Fie (F},), un sir descendent de multimi nevide,

inchise, cu lim §(F,) = 0. Deoarece Vn € N, F,, # 0, rezulta ca 3z, € F,. In
n—oo

cursul anterior, am demonstrat ca girul (z,), este Cauchy in spatiul metric

complet (X, d), deci existd z € X aga ca lim z, = x.

n—oo
Vom ardta caz € Fy,,Vn € N. Intr-adevar, Vn € N, A, = {Zn, Tny1, - Trip, o} C
F,, deci A,, C F,, = F,,Vn € N. Deoarece z,, — x, rezulta ca §i pn, Tny1, ... Lnyp, ... —
z, deci z € A,, C F,,,¥n € N. Prin urmare, orcﬁ)an # (.
P
De altfel, remarcam ca multimile F,, pot avea in comun doar un punct
deoarece daca ar exista y # x asa ca y € F,,Vn € N, am avea 0 < d(z,y) <
0(F,) — 0, deci d(z,y) = 0, contradictie.
Suficienta. Fie (x,), un sir Cauchy oarecare in (X,d). Vn € N, notam
A, ={zn, Tnt1, - -Znip, ...} $i Fry = Ay, Atunci (F),), este un sir descendent de
multimi nevide, inchise.
Deoarece (), este Cauchy, rezultd ca Ve > 0,3ng € N astfel incat Vm,n >
no, d(Tpn,Tm) < §, de unde §(F,) < 6(Fy,) = 0(Ap,) = sup d(xn, Tm) < 5,

m,n>no
Vn > ng, ceea ce antreneazd ci lim 0(F,,) = 0, deci din ipoteza 3z € F,,,¥n € N.
n—oo

Atundi d(xy,,z) < §(F,) < €,¥n > nyg, ceea ce Inseamna ca lim z, = z, deci
n—oo
(X, d) este complet.

Spatii Banach.

Definitie. Spunem ca un spatiu normat (X, || - ||) este spatiu Banach daca
este spatiu metric complet in raport cu metrica indusa de norma.

Observatie. Asa acum am remarcat deja, R* k& > 1, cu norma euclidian
este spatiu Banach.

Alte exemple de spatii Banach.
I) (B(A), || - ||) este spatiu Banach ((B(A),+, ) este spatiu liniar normat),
d(f,9) = sup|f(x) — g(x)[,Vf, g € B(A),
z€A
distanta indusa de norma uniforma

|1f1] = sup|f(z)|,Vf € B(A).
z€A

Intr-adevir, fie (f,), C B(A) un sir Cauchy oarecare in (B(A),d). Trebuie

B(A S
s aritim ci existd f € B(A) astfel ca f,, *5 f. intrucat (f)n este sir Cauchy,



pentru orice € > 0,3ng € N astfel incat ¥n,m > ng,d(fn, fm) < §, ceea ce
inseamna c& pentru orice x € A,

() @) = finl@)] < suplfule) = f(@)] < 3,
T€A

deci Va € A, (fn(x)), este sir numeric Cauchy, deci convergent. Prin urmare,
Ve € A, 3f(x) = lim f,(x).

Astfel, este bine definitd o functie f. Aritim ci f € B(A) §i f )

In (%) facem m — oo gi rezultd ca

f.

o

(%) ¥Yn > ng, |fu(z) — f(2)| < = <e,Vz € A

\}

(rezultd astfel ca sirul (f,), converge uniform pe A - de aceea terminologia de
norma convergentei uniforme).
Prin urmare,

5
@) < 1 fao (@) + [ fro () = f(@)] < o (@)] + 5,V € A.
Pe de alta parte, intrucat f,, € B(A),IM > 0 asa ca |fn,(2)] < M,Vz € A.

De aici, |f(z)| < M + §,Va € A, deci f € B(A).
Trecand in (xx) la supremum, rezultd ca

Vi 2 0, d(fu, f) = [ fa = Il = suplfa(@) = f@)] < 5 <=,
€A

de unde f, 54) I

I1) (12,4, ") este spatiu Banach, cu metrica

d(x,y) = Ly — yn)Q,Vl‘ = (l‘n)nay = (yn)n € 12

indusa de norma

Intr-adevir, V(x*);, sir Cauchy in /2, sa aritim ci este convergent in [2
r el
oo
Ve > 0,3k, € Nincat Vk,l > ke, ||z% — 2!|| = | 3 (zk — 21)? < £, deci

n=1

(¥)|zh — 2!, Z (%)Q,V’I’LZL



Prin urmare, Ve > 0,3k. € N incat Vk,l > k., |:E’7?L — xﬁl| < 5,Yn > 1, ceea
ce inseamni ca pentru Vn > 1, sirul (z%), este Cauchy, deci convergent (in R).

Pentru Vn > 1, fie atunci z,, = klim 7k si fie x = (2,)n-
—00

)2,Vp > 1.

oo

2 ~ p
Ardtam ca 2% 5 ¢ € 12, Intr-adevir, din (), S (zk —al)? < (
n=1

p
Facem | — oo si obtinem ) (zf —x,)? < (5)2,Vp > 1, de unde, ficand p — oo,
n=1

€2

() Dk = n)? < (5,

ceea ce inseamna ca z¥ — x € 12, deci z = 2* — (2F — x) € I2.

In plus, din (), ||z — z|| < £.Vk > ke, deci 2* Beel
FUNCTII INTRE SPATII METRICE

LIMITA UNEI FUNCTII INTR-UN PUNCT

Fie f: D C (X,d1) — (Y,d2),a € D’ (deci ne putem apropia oricat de mult
de a prin siruri de elemente din D).

Definitie. (cu vecinatafi) Spunem ca functia f are limita | € Y in punctul
a € D' daca VYV € V(I),3U € V(a) astfel incat Vo € U N D\{a}, f(z) € V (sau,
echivalent, f(U N D\{a}) C V).

(cu alte cuvinte, o functie f are limita ! intr-un punct a € D’ daca de indata
ce se considerd puncte z € D\{a} suficient de apropiate de a, f(z) se apropie
oricat de mult de 1).

Notam aceasta prin ;g}lf(x) =1 (sau f(x) e 0).

Teorema (unicitatea limitei). Dacd existd, limita unei functii intr-un punct
este unica.

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista ly,ly €
Y,l; # Iy astfel incat alclir}lf(m) =1l ¢ %E)r}lf(x) = ly. Datorita proprietatii
de separare Hausdorfl, exista V; € V(Iy) si Vo € V(l3) astfel incat Vi NV, = (.
Folosind definitia cu vecindtati, 3U; € V(a) astfel incat Vo € UyND\{a}, f(z) €
V1 ¢t U5 € V(a) astfel incat Vo € Us N D\{a}, f(z) € V5. Prin urmare, 3V, =
Uy NU; € V(a) astfel incat Vo € Uy N D\{a}, f(z) € V1 N Va, deci Vi NV, # 0,
contradictie.

Teorema. (de caracterizare a notiunii de limita) Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:



i) lim f(x) =1 (definitia cu vecindtdti);

it) (definitia cu sfere) ¥ Sy (I, €),3Sx (a,0) astfel incat Vo € Sx(a,0)ND\{a}, f(x) €
Sy(l,é);

iii) (caracterizarea analitica cu € — §) Ve > 0,35(¢) > 0 astfel incat Vx €
D\{a}, cu di(z,a) <9, avem da(f(x),l) < e;

iv) (caracterizarea cu siruri) ¥(xy,), C D\{a},z, Xa= f(zn) X

Demonstratie. Se observa imediat ci ii) < 7).
i) = i) : Fie Sy(l,e) oarecare. Deoarece Sy (l,¢) € V(I) ¢i lim f(z) =

I, U € V(a) astfel incat Vo € U N D\{a}, f(z) € Sy(l,¢). Intrucat U e
V(a),3Sx(a,d) C U.

Prin urmare, Vo € Sx(a,0) N D\{a}, f(z) € Sy (l,¢).

i) = ) : Fie (xp,), C D\{a}, z, X a oarecare si fie € > 0 arbitrar.

Din ipoteza, 3d(¢) > 0 astfel incat Vo € D\{a}, cu di(z,a) < J, avem
d(f(2),]) < <.

Deoarece x,, — a, pentru d(¢) > 0,3Ino(d(e)) = no(e) € N astfel incat
Vn > ng, d1(zn,a) < d, ceea ce antreneazd da(f(z,),1) < €.

Agadar, Ve > 0,3ng(e) € N astfel incat Vn > ng, da(f(x,),1) < €, ceea ce
exprima faptul ca f(x,) N

iv) = 1) : Presupunem prin reducere la absurd c& AV, € V(1) astfel incat
VYU € V(a), f(UND\{a}) € V.

Pentru orice n € N*, fie in particular U, = Sx(a, 1) € V(a). Atunci, Vn €
N*, f(Sx(a,2)n D\{a}) € Vb, adicd, Vn > 1,3z, € Sx(a,1) N D\{a}, cu
flzn) & Vo,Yn > 1.

Deoarece Vn € N*, z, € Sx(a,1), rezultd ca di(2,,a) < L, de unde

. o — o Y
lim x,, = a, ceea ce antreneaza conform presupunerii ficute ca f(z,) — .

n—oo

Cum Vy € V(I), Ing € N astfel incat Vn > ng, f(z,) € Vo, contradictie.

Consecinta. In general, pentru a arata ca o functie nu are limita intr-un
punct, se construiesc doua siruri care tind la punctul respectiv, pentru care
sirurile imaginilor au limite diferite.

Exemple. i) Fie f: R?\{(0,0)} — R, f(x,y) = i V(@,y) # (0,0).
Observam ca (R?\{(0,0)})" = R2?, deci are sens sd ne punem problema
existentei limitei functiei in orice punct din R2.

Vom arita cd nu exista  lim  f(x,y).
(,1)—(0,0)
Conform procedeului indicat mai sus, construim:

((mnayn))m ((x;my;z))n - Rz\{(o’o)}v (mn’yn) = (%a 0)» (wiw y7/1) = (%v% ;.
Observiim cit (2. 5) — (0,0). (¢h.,) — (0.0), dar f(z.11) = S0 =

=

O\_/

1.1
0—0,f(z},,y,) = 7 =3 — 5 51 0# 1. Pri li .
- 7f(xn7yn) n%{,n% 2 - 2 31 75 2 rim urmare, ﬂ(z,y)lin(o,o)f(x’ y)
Pe de altd parte, remarcdm c& 3 lim  f(x,y),V(zo,y0) # (0,0).
(z,9)—(w0,y0)



ii lim L lim L =0 L
)<x,y>~(o,0>\/w2+y2 (2)=(0,0) Va2 452 (W“yz

S [—1, 1]7y — 0).

Teorema. (caracterizare de tip Cauchy) Fie f: D C (X,d1) — (Y,d2),a €
D', (Y,ds) spatiu metric complet. Atunci f are limitd in punctul a dacd si
numai dacd

(¥x) Ve > 0,30(¢) > 0 astfel incat Vr,y € D\{a}, cu di(z,a) < § gi
di(y,a) < § avem dao(f(x), f(y)) < € (adicd, de indatd ce = si y sunt suficient
de aproape de a, f(z) si f(y) sunt oricat de apropiate).

(se poate astfel demonstra existenta limitei unei functii intr-un punct fara a
cunoaste efectiv limita).

Demonstratie. Necesitatea. Daca Jlim f(z) = [, atunci, Ve > 0,36(¢) > 0

Tr—a

astfel incat Vr,y € D\{a}, cu di(z,a) < d si di(y,a) < J, avem do(f(x),1) < §
§1 d2(f(y)7l) < %7 de unde d2(f($)7f(y)) <e.

Suficienta. Daca are loc conditia (%), fie (x,), C D\{a},z, % a, oarecare.
Pentru orice € > 0 exista atunci ng(d(e)) = no(e) € N astfel incat Ym,n >
ng, d1(xn,a) < d ¢ di(xm,a) < 6. Prin urmare, conform presupunerii ficute,
do(f(zp), f(zm)) < &, ceea ce Inseamnd cd (f(xy,)), este sir Cauchy, deci con-
vergent in (Y, dz).

Sa aratam acum ca limita lui (f(z,)), este aceeasi, indiferent de girul (x,,), C
D\{a},z, — a considerat. Pentru aceasta, fie (z)n, (yn)n C D\{a}, z, —
a, Y, — a. Construim sirul intercalat (z,), C D\{a} definit astfel:

- { ZTn,n =2k

"l Yn,n =2k + 1.
Atunci z,, — a, deci, conform primei parti, f(z,) — [, de unde lim f(z,) =

n—oo

lim f(y,) =1[. Prin urmare, lim f(z) = I.

Observatie. i) Daca operdm cu functii f : D C R — (Y, d), putem vorbi de
limita la stanga (respectiv, la dreapta) a lui f intr-un punct a € D', considerand
doar punctele x € D situate strict la stanga (respectiv, la dreapta) lui a (o vom

nota prin  lim f(z) (respectiv, lim f(z))).
r—a,x<a r—a,r>a

ii) Deoarece (R, d) este spatiu metric, teoria limitei unei functii intr-un punct
se aplica si pentru functii cu valori in R.

Problematica in R*.

Fie f : D C RP — RY o functie vectoriala. Prin urmare,

Vo S D,f(SC) = (flmf?a afq)(x) = (fl(x)va('r)a ,fq({E))
= (fl(xhx% cey ‘rp)v f2(m17x27 ~~'»xp)7 ceey fq(mlax% ~~'7xp))7
unde f; : D C RP — R, Vi = 1, g se numesc functiile de coordonate ale lui f.




Teorema. (caracterizarea pe componente) O functie f = (fy, fa,..., fq) are
limita | = (1},12,...,l3) € RY in punctul xy € D' daca si numai daca fiecare
componenta f; are limita l; in punctul xg :

lim f(z) =1=(l},ls,...03) & Vi=1,q, mlingofz(x) =1;.

T—x0

Demonstratie. Rezultatul este imediat conform caracterizarii cu siruri a
existentei limitei unei functii intr-un punct si folosind faptul ca in R* convergenta
unui sir echivaleaza cu convergenta tuturor girurilor de coordonate.

Operatii cu functii care au limita.

1) Fie f,g: D C (X,d) = R%, z¢g € D' i l,ls € RY. Definim
fH+g:DcC(X,d)—-R%(f+g)(z) = f(z)+g(x),Vx € D.
Propozitie. Dacd 3 lim f(z) = I3 si 3 lim g(x) = lo, atunci 3 lim (f +
Tr—To Tr—x0 Tr—xo
Demonstratie. V(z,), C D\{zo},zn, — 0, avem (f + g)(x,) = f(zn) +
g(xn) — 11+ 5.
2) Fie f: DC (X,d)—>Rsig: D C (X,d) — R? Definim
fg:DC(X,d) =R, (fg)(x) = f(z)g(z), Ve € D.
A
€R €Ra

Propozitie. Dacd 3 lim f(x) =1 i3 lim g(x) = Iz, atunci 3 lim (fg)(z) =

T—xT0 T—To

Tr—T0
I - 1s.

3)Fie A\eR, f: D C (X,d) — R? Definim
A D C (X,d) — R, (Af)(z) = Nf(x),Vz € D.

Propozitie. Daca 3 lim f(x) =, atunci 3 lim (Af)(z) = Al

T—xTo T—x0

4) Fie f: D C (X,d) = R*sig: D C (X,d) — R?. Definim

1
42:DcC(X,d) =R %(x) = ——g(z),Vz € D.
$:DC (Xd) = B9 (o) = 5glo)
\'V'/E]Rq
€R
Propozitie. Dacd 3 lim f(z) =1y # 0si 3 lim g(x) = I3, atunci 3 lim (%)(z)
T—T0 T—T0 T—To

5) Propozitie. Fie f : D C (X,d) — R?, zy € D'. Daca 3 lim f(z) = I,

T—x
atunci 3 lim || f(2)|| = ||I]| (]| - || este norma euclidiand).
T—x0



Demonstratie. Se poate folosi caracterizarea cu siruri a limitei unei functii
intr-un punct sau faptul ca ||f(z) = U] > ||| f(@)]] = ]|

Probleme propuse.

1. Fie f(z,y) = arctgts.

i) Aflati multimea de definitie D C R? a functiei f;

ii) Determinati D',

iii) Cercetati daca existd limita functiei f in punctele din D’.

2. Cercetati existenta limitelor urmatoare si, in caz afirmativ, calculati limita

. 5 ) ; Tty : =’y . ; Ty . ; 2’y | : 22 4y?
corespunzatoare: lim . i - lim lim %5 i —
(@9)—(0,0) "7V (@,9)—(0,0) " TV (2,4)—(0,0) Va2 +u2 T (2,4)—(0,0) " TV (2,9)— (0,00 Y
i sin(xz?4y?) . lim sin(z®+4°%) | lim arcsin(z?4y?) . lim Qafcsin(m‘l#—y‘l)fl .
0,0) ity 7 0,0) @yt 7 0,0 l=lFlvl 0,0 eity?
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

ztyt ; Y242 : a?y® - 22y ; @
S 5. m ; T hm —5 5 5 hm a5
@) =0, (2,5)50,0)Y 72 (2,9)= (0,007 TV (@,h)—(0,0) T TV (@ ) (0,02 HY

( 3 L P )Izy' lim _ 2yt .

=ty " (2,y)—(0,0) Va2 +y2 —ay
3. Folosind definitia cu € — §, aratati ca:
i) lim (2% +ay) =4

lim
(z,y)—(0,0)

(z,9)—(1,3)
.. 1. w2 2 _ 0.
W o T = O
iii)  lim  ZH =1
(@y)—(0.v2)
: : z—y _ —1
iv) 1 ==

1
(zy)—(1,2) Y

4. Cercetati existenta limitei in (0,0) pentru functia f : R?\{(0,0)} —
RQ, f(l', y) = (\/ $1:_y2 sin z2iy27 \/ o Cos iny2 ),V(JL', y) 7é (07 O)

22 £24y?
A H . T 3 _ 1+ z—1 a"4+0"\L Yi+azr— Y145z
5. Calcula‘gl}:lg%)f(m),f.R — R ,f(a:)—(mil,( ), — ),

a,b e Ry\{1}, 0,8 > 0,m,n € N*, m,n > 2.



Semnul local al unei functii care are limita.

Propozitie. Fie f : D C (X,d) — R,z € D'. Presupunem ci 3 lim f(x) =

r—x0
[ # 0. Atunci f are local semnul lui [, adica, Uy € V(z¢) astfel incat sgnf(x) =
sgnl,Yx € Uy N D\{zo}.

Demonstratie. Deoarece [ # 0, folosind conditia € — §, cu € = %I > 0,

rezultd cd 30 > 0 astfel incat Vo € D\{xo}, cu d(z,z0) < 4, avem |f(x)—1| < e,
deci Vo € S(xg,0) N D\{zo},l — % < flz) <l+ %

Dacd [ > 0, atunci f(z) > & > 0, iar daci [ < 0, atunci f(z) < & <0, deci,
in ambele situatii, sgnf(x) = sgnl,Vx € S(xo,d) N D\{zo}.

Limite iterate.

Pentru functiile de 2 variabile (sau, mai general, de p variabile) se pot con-
sidera de asemenea aga-numitele limite iterate:

lim lim f(z,y) si lim lim f(z,y), care, daca existd, nu sunt neaparat
T—z0 y—yo Y—Yo T—To

egale.

Observatie. 1) Se poate intampla ca limitele iterate si existe si sa fie egale,

dar limita globald (in ansamblul variabilelor): ( )lir(n : f(z,y) sa nu existe.
T,y)— Zo,Yo

2) Se poate intdmpla ca limitele iterate sd nu existe (sau si nu existe una
dintre ele), dar limita globald s existe.
3) Daca exista limita globala gi dacd exista lim f(z,y) si lim f(x,y),
0 Y—Yo

r—x
atunci exista ambele limite iterate gi sunt egale cu limita globala.
4) Daca existd ambele limite iterate si sunt diferite, atunci nu exista limita
globala.

Exemplu. Ne propunem si studiem limitele iterate gi limita globald in (0, 0)

pentru functia f(z,y) = %,V(m,y) € R2\{(z,y);z +y = 0}. Avem:

. . _ . a:+12 _ . . _ 7y+y2 _ .
3 ilg%)ilgg)f(w,y) = lim =5 Lilg})g%f(x,y) Jim =45 1, deci
lim ).
(z,y)%omf( v)

De altfel, acelagi rezultat se obtine si astfel: f((%,())) = ntl 1 dar

FG AN =2 =071 ’

FUNCTII CONTINUE



Fie f: D C (X,dy) — (Y.d2) si a € D (prin urmare, a poate fi punct izolat
sau punct de acumulare pentru D).

Definitie. i) (cu vecindtati) Spunem ca functia f este continud in punctul
a € D daca VV € V(f(a)),3U € V(a) astfel incat Vo € UN D, f(x) € V (sau,
echivalent, f(UND) CV)

ii) O functie care nu este continud intr-un punct se spune ci este discontinud
in punctul respectiv.

iii) Functia f se numeste continud (global) pe multimea D daca este continud
in fiecare punct din D.

Observatie. Daca a € D este punct izolat pentru D, atunci f este continud
in a. Intr-adevir, a fiind punct izolat, 3Uy € V(a) astfel incat Uy N D = {a}.
Prin urmare, YV € V(f(a)), 30Uy € V(a) astfel incat f(UpN D) = f({a}) CV,

deci f este continua in a.

Teorema. Fie f: D C (X,d1) — (Y,d2) st a € DND'. Atunci f este
continud in a daca gi numai dacd Ilim f(z) = f(a).
r—a

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca f este continud in a. Atunci,
YV € V(f(a)),3U € V(a) astfel incat f(UND) C V, de unde, cu atit mai mult,
F(UND\{a}) CV, ceea ce inseamnd ca Ilim f(x) = f(a).

Suficienta. Presupunem ca Jlim f(z) = f(a). Atunci, YV € V(f(a)),3U €

V(a) astfel incat f(U N D\{a}) C V. Intrucat si f({a}) C V, rezultd ci f(U N
D) CV, deci f este continud in a.

Consecinta. Fie f : D C (X,d1) — (Y,dz2) sia € D. Atunci f este continua
in a daca gi numai daca ori a este punct izolat, oria € DND’ ¢i Ilim f(z) = f(a).
Tr—a

Din teorema anterioara gi teorema de caracterizare a existentei limitei unei
functii intr-un punct, rezulta imediat:

Teorema (de caracterizare a continuitatii punctuale). Urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:

i) f este continud in punctul a (definitia cu vecindtati);

it) (definitia cu sfere) VSy (f(a),€),3Sx(a,d) astfel incit Yo € Sx(a,d) N
D, f(l’) € SY(f(a)>E);

iii) (caracterizarea analiticd cu € —§) Ve > 0,36(g) > 0 astfel incdt Vo € D,
cu di(z,a) < §, avem dao(f(x), f(a)) < &

i) (caracterizarea cu giruri) ¥(zp)n C D,y X a= fxn) R f(a).

Teorema. (caracterizarea pe componente pentru functii vectoriale) Functia
f = (fi,f2s., fq) : D C RP — R? este continud in punctul a € D dacd si
numai dacd toate componentele sale f;, i = 1,q, sunt funct{ii continue in a.



Exemple. i) Orice functie constantd f : (X,d) — (X,d) este continud pe
X deoarece Va € X si V(zn)n C X, 2y Xa= flzp) =c X fla) =c.

ii) Aplicatia identica i : (X,d) — (X, d) este continud pe X deoarece Va € X

. X . X .

siV(zn)n C X, 2p = a=i(z,) =2, = i(a) = a.

iii) f: (R,do) — (X,d) (do metrica discretd) este continud pe R deoarece
Va € R arbitrar, fixat, Vz,, dq a,3n; € N astfel ca Vn > ny,do(zn,a) < 1, deci
Zn = a,Vn > ny. Prin urmare, f(z,) = f(a),¥n > ny, de unde f(x,) X f(a).

) Pie fiR? _ S0 (2,y) # (0,0)
v) Fie f: R R, f(z,y) { af(x’y) = (0,0)

Observam ca f este continua pe R2. Intr-adevir,

m2

- feste continudin (0,0):  lim  f(z,y) = Y =

lim 7$2I+yz = lim
(2,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) Y (2,9)—(0,0)
0= f(0,0) si

- f este continud in orice punct din R*\{(0,0)} : Fie (25, yn)n C R?, (¥, yn) —
(zo,y0) # (0,0), oarecare. Atunci xg # 0 sau yo # 0, de unde, (eventual de la
un loc incolo), x, # 0 sau y, # 0, deci (x,yn) # (0,0),¥n > ng. Prin urmare,

2 2

f(xnayn) - fgnf;% - ;é[f;g - f(x(),yO)'

Teorema (continuitatea compunerii). Dacd f : (X,dy) — (Y, ds) este con-
tinug in a € X ¢i g: (Y,d2) — (Z,d3) este continud in b = f(a) € Y, atunci
go f:(X,dy) — (Z,ds) este continud in a.

Demonstratie. V(z,), C X, x, Xa= f(xn) % fla) = (go f)(zn) =

9(f(@n)) Z g(f(a)) = (g0 f)(a).

Teorema (de caracterizare a continuitatic globale). Fie f : (X,d1) —
(Y,ds). Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) f este continud pe X;

ii) VD € 1y = f~1(D) € 7x (altfel spus, f " intoarce” multimi deschise in
multimi deschise);

i) ¥ Fynenisa €Y = f~Y(F) este inchisd in X (altfel spus, f ”intoarce”
multimi inchise in mulfimi inchise);

iv) VAC X = f(A) C f(A).

Demonstratie. i) = iv): YA C X,Vy € f(A),Jz € A astfel ca f(z) = y.
Deoarece z € A,3(x,)n C A, 2, — . Intrucat f este continui pe X, f(z,) —
f(z). Prin urmare, 3(f(z,))n C f(A) asa incat f(z,) — f(x) =y € f(A).

iv) = i14): VFnenisa C Y, fie A= f~YF). Avem f(f~1(F)) C f(f~1(F)) C
F = F, deci (f~1(F)) C f~1(F), adica, echivalent, f~'(F) este inchisa.

iii) = ii): VD € 7y, Y \D este inchisi in Y, deci din ipoteza f~1(Y\D) =
FYYNfYD) = X\f~Y(D) este inchisd in X, deci f~!(D) este deschisi in
X.

i) = 1): Fie 9 € X oarecare, fixat. Ardtdm ca f este continud in xg
folosind definitia cu sfere. Fie deci Sy (f(xo), e) oarecare. Deoarece Sy (f(xo),€)



este deschisi in X, conform cuii), f~1(Sy (f(x0),)) este deschisi in X. Intrucét

xo € f7H(Sy (f(z0),€)), existd Sx (x0,8) C f~1(Sy (f(x0),¢)), de unde f(Sx(wo,d)) C

Sy (f(xg),€), ceea ce aratd cd f este continud in xg.

Principiul contractiei

Definitie. O functie f : (X,d) — (X,d) este contractie dacd IX € (0,1)
(numita constanta contractiet) astfel ca

d(f(z), f(y)) < Ad(z,y),Vz,y € X

(cu alte cuvinte, prin aplicarea unei contractii unei perechi de puncte, distanta
dintre ele se contractd).

Definitie. O functie f : (X,d1) — (Y, ds2) se numeste lipschitziand pe X
dacd 3L > 0 astfel incat do(f(z), f(y)) < Ldi(z,y),Vx,y € X.

Observatie. Orice contractie este evident functie lipschitziana.

Exemple. i) f : R? — Ry, f(z) = ||z]| (norma euclidiand),Vz € RP este
lipschitziana pe RP (de constantd Lipschitz L = 1) datorita inegalitatii |||x|| —
ylll < [z — yll, Vo, y € RP, care implica |f(z) — f(y)| < [l — yl], Va, y € RP.

ii) in R, orice functie derivabild cu derivata marginitd pe un interval este
lipschitziand pe intervalul respectiv (afirmatia rezultd imediat in baza Teoremei
lui Lagrange).

Propozitie. Orice functie lipschitzianad f : (X,d;) — (Y, dz) este continua
pe X (deci orice contractie este lipschitziand).

Demonstratie. Evident, Va € X arbitrar, fixat, f este continua in a : Ve >
0,3d(e) = £ > 0 astfel incat Vo € X, cu di(z,a) < 4§, avem da(f(x), f(a)) <
Ldy(x,a) < L§ =e.

Definitie. Dacd (X, d) este un spatiu metric si f : (X,d) — (X,d), un
element z* € X se numeste punct fix al lui f daca f(z*) = z*.

Teorema lui Banach de punct fix (principiul contractiei) (teoremd de
existentd si unicitate). Fie (X,d) un spatiu metric complet gi f : (X,d) —

(X, d) o contractie. Atunci f admite un unic punct fix.

Demonstratie. 1. Existenta punctului fix.

Intrucat f este contractie, existd A € (0,1) astfel cad(f(x), f(y)) < Md(z,y),Vz,y €

X. Fie xg € X oarecare si consideram x1 = f(xo),z2 = f(x1) = (fof)(zo), ..., xn =

f(l‘nfl),
(zn)n este gir Cauchy:

d(w1,72) = d(f(20), f(z1)) < Ad(z0,71),



d(z2,23) = d(f(x1), f(x2)) < Ad(x1,22) < N2d(x0,71), ...,
d(xp, Tpy1) < A"d(x0,21),Vn € N*| de unde, Vn,p € N*

() d(@n, Tnyp) < d(@n, Tnt1) + d(@ns1, Tng2) + -+ ATngp-1, Tntp) <
1—AP
< d(wo, m) (A" + A" L+ NPT = d (o, 1) A" 1= =
1

< d A —.
>~ (1'0, 1'1) 1 _ A

i) Daca d(zg,x1) = 0, atunci z; = f(xg) = zo, deci xg este punct fix.

ii) Dacé d(xg,z1) > 0, cum lim A" = 0, din () rezultd cad Ve > 0,3ng(e) € N
astfel ca, Vn > ng,Vp € N*, d(zy,, Tnyp) < €, adicd (x,,),, este sir Cauchy si deci
convergent in spatiul metric complet (X, d).

Vom arata ca z = lim z,, este punct fix. Vn € N* avem:

d(z, f(z)) <
< d(z,zpn) + Md(z, 20-1)

i, cum lim d(xy,,z) = 0, rezulta ca d(z, f(z)) =0, deci f(z) = =.

II. Unicitatea punctului fix.
Dacd ar exista z # y puncte fixe in X, atunci am avea d(f(x), f(y)) =
d(z,y) < Ad(z,y) < d(z,y), fals.

Exemplu. (12, +,") este spatiu Banach, cu metrica d(z,y) = | 3. (xy, — yn)?, Vo =

n=1
(Ta)nsy = (Yoo € 12. Fumctia f 1 12 — 12, f(z) = (5)n, ¥ = (20)n € 12, este 0
contractie a lui /2 in el insusi si are unicul punct fix, sirul nul 0 = (0) € I2.

Homeomorfisme, izometrii

Definitie. [ : (X,d;) — (Y,d2) se numeste homeomorfism (izomorfism
topologic) daci f este bijectiva si bicontinud (f, f~* sunt continue).

Daca existd un homeomorfism intre doua spatii metrice, acestea se vor numi
homeomorfe.

Observatie. i) Daci f este homeomorfism, atunci f~! este de asemenea
homeomorfism.
ii) Compunerea a doud homeomorfisme este de asemenea homeomorfism.

Definitie. f: (X,d;) — (Y,d2) se numeste izometrie daca f este bijectiva
si
() da(f(21), f(22)) = di (@1, 22), V1,22 € X

(conserva distantele).



Doua spatii metrice se numesc izometrice daca exista o izometrie intre ele.

Observatie. i) Din conditia (x) rezultd cd f este injectivé, deci in definitia
anterioara este suficient ca f sa fie surjectiva.
ii) Dacd f este izometrie, atunci i f~! este izometrie.

Exemple. i) f: R = R, f(z) = —x,Vz € R este izometrie.

ii) f: R¥ - R¥ f(z) = v+ a,Vz € RF (a € R fixat) (translatia) este
izometrie, deoarece f este bijectiva si ||(z1+a) —(x2+a)|| = ||z1 —z2||, V1,22 €
R* (|| - || este norma euclidiana).

iii) f: R — R, f(z) = 2 este homeomorfism.

Probleme propuse.

I. 1. Cercetati limitele iterate si limita globala in (0,0) pentru:
i) f(x,y) = wsin 3, V(z,y) € R*\{(z,y);y = 0}.

i) f(z,y) = (z +y)sin g sin ., V(z,y) € {(z,y);2 # 0,y # 0}

[ () # (0.0)
i e ={ 705 600

zy?+sin(z>®+y°)

2. Fie f:R2 =R, f(z,y) =4 o7 (3 Y) #(0,0)
0, (z,y) = (0,0).

Aratati cd desi f are limite iterate in (0,0), nu are limita in (0,0) in ansam-

blul variabilelor.

3. Cercetati existenta limitei in (0,0) pentru functia f : R?\{(0,0)} —
R2 f(z,y) = (\/ Y gin fﬂiy?’ 7 Y cos IQJlryQ),V(x,y) #(0,0).

I2 +y2 IQ +y2

i 13 . T 3 _ (VIFz—1 a®4b"\L Vitaz— VIifpz
4. Calculamili%f(x),f.R —R ,f(:v)_(\?yp%il,( )z, - ),

a,b e Ry\{1},,8 > 0,m,n € N* m,n > 2.

5. Studiati continuitatea pe multimea de definitie a functiilor urmatoare:

. _ | S @) # (0,0)
)R =R o) { /(1) = (0.0)

x In(14y?)
H) fiR2 SR, fla,y) =4 e (5Y) 7 (0,0)
07 (x)y) = (070)
zIn(l+y?)—wsiny 0.0
iii)f=R2HR,f(x,y)={ Vo @) 70,0
0, (x,y) = (0,0)
acsinaxc+ysiny-i,-25inz7 €,9,2 0’0,0
IV) f : Rs - R,f(:[’,y,z) = \/12+y2+z2 ( y ) # ( )
07 (Ivy,Z) == (0,0,0)

)

i




II. 1. Fie f,g : (X,d1) — (Y,d2) doua aplicatii continue. Aratati ca
multimea A = {z € X; f(x) = g(z)} este inchisa.

2. Fie f,g: (X,d1) — (Y,d2) doud functii continue si A C X o multime
densa in X. Ardtati cd daca f(z) = g(z),Vx € A, atunci f(z) = g(z),Vx € X.

3. Ariitati ca daca (X, d) este un spatiu metric, atunci functia d: X x X —
R, este continua pe X.

4. Fie (X, dy) un spatiu metric complet si f : (X, d;) — (Y, d2) o functie con-
tinud. Aratati ca daca (F),), C X este un sir descendent de multimi inchise, nev-
ide, cu sirul diametrelor (§(F},)),, convergent la 0, atunci f( DriFn) = Orif(Fn)

5. Fie f,¢9: (X,d1) — (R,d,) doud aplicatii continue. Aratati c& multimea
A ={z € X; f(x) < g(x)} este deschisd, iar multimea B = {z € X; f(x) >
g(x)} este inchisa.

6. Fie f : (X,d) — (R,d,) o aplicatie continua. Aratati cd multimea
A ={x € X; f(z) < 0} este deschisd, iar multimea B = {z € X; f(x) = 0} este
inchisa.

7. Fie f: (X,d) — (R,d,). Ardtati ca dacd pentru orice A € R, multimile
{z € X; f(x) > A\} ¢i {x € X; f(x) < A} sunt deschise, atunci f este continua
pe X.

8. Fie (X,d) un spatiu metric gi g € X fixat. Dacd 0 < r < s, atunci
multimea M = {z € X;r < d(z,z0) < s} este deschiss.

9. Fie (X, d) un spatiu metric si A C X. Definim functia fa(z) = d(z, A)(=
;Ielgd(x’ y)),Vz € X (distanta de la punctul z la multimea A). Aratati ca:

i) fa este continud pe X;

ii) Dacd A, B C X sunt inchise gi disjuncte, atunci multimile Dy = {z €
X;d(z,A) < d(z,B)} si Da = {z € X;d(z,A) > d(x, B)} sunt deschise, dis-
juncte, A C D4, B C Dp (aceastd proprietate de a separa multimile inchise
disjuncte prin multimi deschise disjuncte se numeste proprietate de normalitate
(orice spatiu metric este spatiu normal).

10. Fie A C (X,d), A # 0,
S(A,r)={z € X;d(z,A) <r},T(A,r)={z € X;d(z,A) <r},r>0.
Aratati cd S(A,r) este deschisd, iar T(A,r) este inchisa.

11. Precizati daca functiile urmatoare sunt contractii:
i) (R,d),d(z,y) = | —y|, f : R = R, f(z) = garctga;

it) (Ryd), d(z.y) = lo —yl. f : Ry — Ry, fo) = Vo 5 1
it) (3,5, d), d(,y) =[x — g, £+ [5.5) = [5, 5. F (@) = Voina:
iv) (11,9, d), d(x,y) = |z — yl. £ : [1,9] = [1,9], (&) = 1 + Yo+ 2.



Teorema. Orice izometrie f : (X,d1) — (Y,d2) este un homeomorfism

Y = f(X)).

Demonstratie. f este continud pe X: Vo € X,VSy (f(x0),¢),ISx (xo,€)
asa ca f(Sx(zo,¢)) = Sy (f(zo0),¢) :

= [(z) € Sy (f(x0),€) & da(f(x), f(m0)) <€ &

Y
dy(z,29) < eex€Sx(xp,e)ey=f(x)e f(Sx(xg,e)).

71 f(X) — X este continud pe f(X): Vyo = f(z0) € f(X),VSx(f*(v0),€),3Sy (f(20),€)
asa ca f~(Sy (f(20),¢)) = Sx(20,¢) :

x € Sx(zo,e) & di(z,z) <e e da(f(x), flag)) <e &

f@) € Sy(f(zo),e) &z € fH(Sy(f(x0),¢)).

Observatie. i) Reciproca nu este adevarata: f: (R,d,) — ((=1,1),dy), f(z) =

7 V% € R este homeomorfism al lui (R,dy) pe ((—1,1),d,), dar nu este

izometrie: 3z, y € R astfel ca |f(z) — f(y)| # | — y|-

o —lflm‘,x €R
ii) Functia limitativa a lui Baire f : (R,d) — ([-1,1],d.), f(z) = 1,2 =00
-1,z =—00
unde d(z,y) = [f ()= f(y)], Yo,y € R

este o izometrie intre (R, d) si ([~1,1],d,,)
1,1

, unde
(deci (R, d) poate fi identificat cu ([~1,1],d,)).

Compararea topologiilor

Definitie. Fie X,d;,d2, 74,,7d,. Spunem ca topologia 74, este mai putin
fina decat topologia T4, (sau 74, este mai find decat 74,) dacd 74, C 74,. Notdm
aceasta prin 74, < T4, -

Observatie. Relatia de finete pe multimea topologiilor induse de metrici pe
un spatiu X este o relatie de ordine partiala deoarece este definita cu ajutorul
incluziunii intre clase de multimi.

Exemplu. FieR,d,, dy. Atunci 74, < 74, (deoarece 74, C 74, = P(R)). Prin
urmare, topologia discreta este cea mai fina topologie care se poate introduce
pe un spatiu.

Teorema. X, dy,ds. Atunci 174, < Ta, < aplicalia identica i : (X,d2) —
(X,dy) este continud pe X.

Demonstratie. i : (X,dy) — (X,d;) este continud pe X < VD € 74, =
i (D) =D €714y, & T4, CTay & Ta, X Tdy-



Definitie. Spunem ca doua metrici dy, ds definite pe un acelagi spatiu sunt
echivalente dacd induc aceeagi topologie (74, = T4, )-

Observatie. 74, = 74, © T4, < Td, §1 Tdy, < T4, & aplicatia identica ¢ :
(X,d2) — (X, dy) este bicontinud < i : (X,ds) — (X, d;) este homeomorfism.

Teorema. Fie X,dy,ds. i) Dacd existd m, M > 0 astfel ca
() mdi(z,y) < da(z,y) < Mdi(z,y),Vz,y € X,

atunci metricile dy §i do sunt echivalente (T4, = Tq,)-
it) Mai mult, dacd dy si do provin din norme, atunci 174, = 74, dacd §i
numai dacd are loc (x).

Exemplu. Fie X = RF si distantele urmitoare pe R* definite pentru Va,y €
k

k
R* prin dy (z,y) = /Y. (25 — y5)?, da(2,y) = m%|l’¢*yi|,d3($ay) = > |zi—yil-
=1 =1, i=1

Vom ardta cd aceste trei metrici sunt echivalente, deci induc aceeasi topologie
(topologia uzuald) pe RF. Intr-adevar,

k

Z(fﬂi —yi)? <

i=1

kmax (z; — ;)% = Vkmax|z; — yi| = Vkda(2,y),
\/ =1k =T,k

deci d2(x’y) < dl(x’y) < \/EdQ(I7y)7vxay € Rka de unde Tdy = Tdy-
Apoi,

da(z,y) = max|z; —y| < di(z,y) =

i=1k

IN

k
i=1, i—1 =1,

Vz,y € R*, de unde 74, = Tds-

Functii uniform continue.

Definitie. O functie f: A C (X, d;) — (Y, d2) se numeste uniform continud
pe A daca pentru Ve > 0,30(g) > 0 astfel incat Vz,y € A, cu di(x,y) < 4, avem
d2(f(x), f(y)) <e.

Observatie. f este continua pe multimea A C X dacid f este continua in
orice punct din A :
Vag € A, Ve > 0,3d(e,z9) > 0 astfel incat Va € A, cu di(x,z9) < 4, avem

dao(f(x), f(20)) < e.



Observam astfel ca proprietatea de uniforma continuitate inseamna indeplinirea
proprietatii de continuitate cu acelagi § pentru toate punctele multimii. Daca
¢ depinde efectiv de trecerea de la un punct la altul, atunci f nu este uniform
continua.

Folosind definitia, se poate arata imediat:

Teorema. (caracterizare cu giruri a uniformei continuitati) O functie f :
A C(X,dy) — (Y, da) este uniform continud pe A dacd i numai dacd ¥(xn)n, (Yn)n C
A, cu di(Tn, yn) T 0, avem da(f(zn), f(yn)) T 0.

Observatie. Orice functie uniform continua pe o multime este evident con-
tinua pe acea multime. Reciproca nu este in general adevarata. De exemplu,
functia f : (0,1] — R, f(z) = %,Vm € (0, 1], este continud, dar nu este uniform
continué pe (0, 1].

Propozitie. Orice functie lipschitziana f : (X,d;) — (Y, d2) este uniform
continua pe X.

Demonstratie. Deoarece f este lipschitziana pe X, 3L > 0 astfel incat
da(f(x), f(y)) < Ldy(x,y), Yo,y € X. Prin urmare, Ve > 0,35(¢) = £ > 0 astfel
incat Va,y € X, cu di(z,y) < 0, avem da(f(x), f(y)) < Ldi(z,y) < L = ¢,
ceea ce Inseamna cd f este uniform continua pe X.

Reciproca nu este in general adevarata. De exemplu, functia f : Ry —
Ry, f(x) = Vz,¥Yx € R este uniform continud, dar nu este lipschitziand pe
R,.

Teorema (caracterizarea pe componente a functiilor vectoriale cu norma
euclidiand) Fie f : A C RP — R, f = (f1, fa, .-, fq). Atunci f este uniform
continud pe A dacd i numai dacd toate functiile de coordonate f;, i = 1,q sunt
uniform continue pe A.

Demonstratie. Necesitatea. Dacd f este uniform continua pe A, atunci
Ve > 0,36(g) > 0 astfel incat Va,y € A, cu ||lz—y|| < §, avem || f(z)— f(v)|] < &,
de unde, cu atdt mai mult, Vi = 1, ¢, Ve > 0,30(g) > 0 astfel incat Vz,y € A, cu
[lx — y|| <0, avem |f;(x) — fi(y)] < ||f(z) — f(y)]| < e, deci toate functiile de
coordonate f;, i = 1, ¢ sunt uniform continue pe A.

Suficienta. Daca toate functiile de coordonate f;, i = 1,¢ sunt uniform
continue pe A, atunci, Vi = 1,¢,Ve > 0,35;(¢) > 0 astfel incat Vz,y € A, cu
2 — yl| < 8, avem |fi(z) — fi(y)] < <.

Prin urmare, Ve > 0,36 = mind; > 0 astfel ca Vaz,y € A, cu ||z — y|| < 6,

i=1,q

avem [|f(z) = f@)I| < D21i(@) — fi(y)| < £-q = &, ceea ce arati ca f este
=1

uniform continua pe A.




Observatie. Analog se obtine:

Teorema. Fie f: A C RP — RY, f = (f1, fa2,..., fy). Atunci f este lips-
chitziana pe A daca si numai daca toate functiile de coordonate f;, i = 1, ¢ sunt
lipschitziene pe A.

Aplicatii liniare.
Vom prezenta in cele ce urmeaza o clasa importanta de aplicatii continue.

Definitie. O functie 7' : R¥ — R! se numeste aplicatie liniard (sau operator
liniar) daca:
i) T(x +y) =T(z) +T(y),Vz,y € R* (aditivitatea),
{ ii) T(\z) = AT (z),Vz € R¥, VA € R (omogenitatea).

Propozitie. Daca T : R¥ — R, T = (T, T, ..., T}) este un operator liniar,
atunci:

i) T(0) = 0;

it) T(w - y) = T(x) - T(y), v,y € RY;

iii) V4 = 1,1, functiile de coordonate T R* — R sunt aplicatii liniare.

Demonstratie. i) Din definitie, 7(0) = T'(0) + 7'(0), deci T(0) = 0.

ii) Vo € R*, T(0) = T(z) + T(—z), de unde T'(x) = —T(—x). Prin urmare,
T(x —vy) =T(x) —T(y),Vr,y € RE.

iii) Afirmatia se verificd imediat pe componente.

Observatie. Fie (ej,ea,...,ex) baza canonica a lui R*, iar (f1, f2,..., f1)
baza canonici a lui R.
Daca T : RF — R\, T = (11, T5,...,T;) este un operator liniar, atunci, Vo =

k k
(71,22, ..., xx) €RE, T(x) = T(Y mie;) = S 2;T(e;).
i=1 i=1

l
Vi = l,k,T(Ei) S Rl, deci T(BIL‘) = Zaijf]‘.
j=1
Eo1 Ik
Prin urmare, T'(z) = > (Y alz; f;) = Y (Y aijzi) f-
i=1 j=1 j=1i=1
Calcule matriciale ne permit sa obtinem ca operatorul liniar 7" are forma
T(z) = Agpz, Vo€ RF unde matricea

aip a12 ...A1k

a21 22 ...Q . e
Ar = S L = M, ;(R) se numeste matricea asociatd aplicaties liniare T.

app ap ...alg

Reciproc, orice aplicatie T : R¥ — R!, T'(z) = Az,Vz € R¥, cu A € M, 1 (R),
este un operator liniar.



Prin urmare, o aplicatie T : R¥ — R! este operator liniar daca si numai daca
T(x) = Az, Vo € R*, cu A € M1 (R).

Exemplu. Aplicatiile liniare 7' : R¥ — R! sunt de forma T'(z) =
= (a1121 + a1222 + ... + Q1Tk, G21T1 + Q22T + ... + A2k Tk, ..., AITT + Ar2T2 +

ot alkxk)7

T () Ta(x) Ty ()
Vo = (21,2, ...,71) € RF.
Aplicatiile liniare T : R¥ — R sunt de forma T(z) = a1z1 + asws + ... +
apzr, Vo = (z1, 29, ..., 1) € RF.
Aplicatiile liniare 7' : R — R sunt de forma T'(z) = az,Vx € R, cu a € R
fixat.

Propozitie. (Operatii cu aplicatii liniare)

1) Daca T, S : R¥ — R! sunt aplicatii liniare, atunci:

i) T + S este aplicatie liniard si Arys = Ar + Ag;

ii) VA € R, AT este aplicatie liniara si Axp = AAr;

2) Daca T : R* — R!, S : R! — R™ sunt aplicatii liniare, atunci SoT : R¥ —
R™ este aplicatie liniara si Agor = Ag - Arp.

Propozitie. Orice aplicatie liniara 7 : R¥ — R! este lipschitziana (deci
uniform continua si deci continud).

k k
Demonstratie. Vo € R* ||T(2)|| = || x:T(e)|| < ST (e:)|| - || <
i=1 i=1

k
< NT(e)||- 2] = L+ |||, deci, Yo,y € R¥, || T(2)=T(y)|| = [|T(x—y)|| <
=1

=
Lz —yll-
Multimi compacte.

Definitie. i) Un spatiu metric (X, d) se numeste compact daci din orice
acoperire a sa cu deschigi: X = _UIDi,Di € 74,Vi € I, se poate extrage o
1€

P
subacoperire finita: X = AUIDij,{il, e dpt C I
j=
ii) O multime A C (X,d) se numeste compactd daca privita ca subspatiu
((A,d/axa)), este compact.

Propozitie. Orice submultime finita a unui spatiu metric este compacta.

Demonstratie. Dacd A = {z1,...,2x} C ‘UIDi’ ,D; € 74,Vi € I, atunci
1€

Vj =1,k,3i; € I astfel ca z; € D;;, deci familia {D;, }j:ﬁ este o subacoperire
finita a lui A.



Teorema. Orice submullime compactd a unui spatiu metric este marginitd
st inchisa.

Observatie. In R¥ cu metrica euclidiang are loc si reciproca, deci o multime
este compacta daca gi numai daca este marginita si inchisa. In spatii metrice
obignuite, reciproca nu are loc: In R inzestrat cu metrica discreti: I(R) =
1 < oo, deci R este marginita, este si inchisa, dar nu este compacta. Intr-
adevar, dacid am presupune prin reducere la absurd ca este compactd, cum

p p
R= = 1 Ita ca R = i 1) = i}, fals.
iLeJ {z} LLEJ S(z,1), ar rezulta ca iulS(acZ, ) iul{xl}, als

Teorema. Orice submultime inchisa a unui spativ metric compact este com-
pacta.

Demonstratie. Fie A C (X,d), A inchisd, X compact. Dacd A C _UIDi,
1€
D; € 74,Vi € I, intrucat cA € 74, rezultd ca din X = (_UIDi) U cA, obtinem
1€

P P
X = (_UlDij) UcA, de unde A C _LJlDij7 ceea ce inseamna ca multimea A este
j= j=

compacta.

Consecintd. Intr-un spatiu metric compact, multimile Inchise coincid cu
multimile compacte (la fel cum, intr-un spatiu metric complet, multimile inchise
coincid cu cele complete).

Teorema. Fie (X,d) un spatiu metric. Urmdtoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

i) (X,d) este compact;

it) VF = {F;}icr o familie de mulfimi inchise cu proprietatea intersectiei
finite (adicd orice intersectie finita de multimi din F' este nevidd), avem iQIFZ- #*

0.

Multimi secvential compacte (compacte prin siruri)

Definitie. Spunem ca:

i) un spatiu metric (X, d) este secvential compact (compact prin siruri) daca
orice sir de puncte din X contine un subgir convergent la un punct din X.

ii) o multime A C (X,d) este secventfial compactd (compactd prin giruri)
daca privita ca subspatiu este secvential compact.

Teorema. O mulfime A dintr-un spatiu metric (X, d) este compactd dacd
st numai dacd este secvential compacta.

Teorema. Dacd (X,dy) si (Y,d2) sunt spatii metrice compacte, atunci
spatiul metric produs (Z = X x Y,d),d(z1,z2) = \/d3(x1,72) + d3(y1, y2), 21 =
(z1,y1), 22 = (22,y2) € X X Y, este compact.




Demonstratie. Vom arita, echivalent, c& (X X Y, d) este secvential com-
pact. Fie deci (zp)n C X X Y, 2, = (TnyYn), n € X,yn € Y,Vn. Deoarece
(X,d) este compact iar (x,), C X, 3z, — = € X. Intrucat (Y, ds) este com-
pact iar (yn, )k C Y,3yn, — y € Y. Prin urmare, 3(z,, )1 C X X Y, 2, =

XXY
@y e, ) "2 () = =

Observatie. Rezultatul anterior are loc pentru un produs cartezian finit de
k spatii metrice compacte.

Consecintd. Orice interval inchis din R* [ay,b1] X [ag,ba] X ... X [ag, bx],
a;,b; € Rya; < b;,Vi = 1,k este multime compacta.

Probleme propuse.

L 1. Fie f: (0, 3] — (0, 3], f(z) = 2®. Aratati ca f este o contractie, dar f
nu are nici un punct fix in spatiul metric ((0, %], d,). Explicati rezultatul.

2. Fie (A =10,00),dy), f(z) = ﬁ Aratati ca f este o contractie pe A si
aflati punctul sau fix.

3. Fie f:R?2 = R2, f(x,y) = (z —y,z +y),V(z,y) € R2.

a) Aritati ca functia f este lipschitziani pe R?.

b) Determinati imaginea prin f a cercului C((0,0),1).

4. Cercetati daca functia f : R? — R, f(z,y) = siny/a2? + y? este lips-
chitzians pe R2.

5. Aratati ca functiile f : R — R urmaétoare sunt lipschitziene pe R:

a) f(z) =sinz; b) f(x) = cosz; ¢) f(x) = arctgz.

6. Studiati uniforma continuitate a functiilor urmatoare:

i) f(z) =e*,z € R,

ii) f(z) =Inz,z € (0,00);

iii) f: R? - R, f(z,y) = 2(x +y) — sinx + cos y;

iV) f : R2 - sz f(mvy) = (3xay - 1’)

IT. 1. Aratati cd in (R, d,), subspatiile (0,1) i [0, 1] nu sunt homeomorfe.

2. Aratati ca (R, dp) nu este homeomorf cu (R, d,,).

3. Aratati ci orice functie uniform continua f : (X,d;) — (Y, ds) transforma
siruri Cauchy tot in giruri Cauchy.

4. Fie f : (X,d1) — (Y,d2) un homeomorfism al lui X pe Y. Arétati ca
daci (Y,ds) este complet si f este uniform continud pe X, atunci (X, d;) este
complet.

5. Ardtati cd dacd f: (X,d1) — (Y,d2) sig: (Y,d2) — (Z,ds) sunt uniform
continue, atunci go f : (X,dy1) — (Z,ds) este uniform continua.



6. Aratati ca orice functie definita pe un spatiu metric discret cu valori
intr-un spatiu metric oarecare este uniform continua.

7. Aratati cd dacd (X, d;) este spatiu metric complet, iar f : (X,d;) —
(Y, ds) este izometrie, atunci si (Y, ds) este complet.

8. Fie f: (X,d1) — (Y,d2) o aplicatie bijectivd. Aritati ca f este homeo-
morfism daci si numai dacd f(A) = f(A4),VA C X.




Proprietati ale functiilor continue pe multimi compacte.
I. Invarianta compactitatii.

Teorema. Imaginea printr-o functie continud f : (X,d1) — (Y,d2) a unei
multimi compacte K C X este de asemenea multime compactd (altfel spus,
functiile continue duc (transformd) multimi compacte in mulfimi compacte).

Demonstratie. Daci f(K) C U D, (D;)ier C Ta,, atunci K C f~1(f(K)) C
1€
“(UD;) = UfYD,).
! (zgl i) iglf (Ds)
Deoarece f este continud pe K, iar D; € 74,,Vi € I, atunci f~*(D;) €
T Vi€ L.

K fiind compacta, 3{D;,} aga ca K C ‘Lif_l(Dij). Prin urmare,

j=1p

() € f(0 77D = B 70y <

multime compacta.

1T o

‘ 1Dij, deci f(K) C Y este
j

Observatie. In R¥ cu metrica euclidiana, o multime este compacta daca
si numai daca este marginita si inchisa. Daca multimea K este doar marginita
sau doar inchisa, atunci f(K) poate si nu fie marginita sau inchisa:

i) Fie f:(0,1] = R, f(z) = L.

f este continud pe multimea marginita (0, 1], dar f((0,1]) = [1,00) nu este
marginita,

ii) Fie f: R — (=3, %), f(z) = arctgx.

[ este continua pe multimea inchisa R, dar f(R) = (=%, §) este multime
deschisa.

Propozitie. (R, 7)) este spatiu compact.

Demonstratie. Functia limitativi a lui Baire f : (R, 75) — ([—1,1],7,) este
izometrie, deci f~! : ([=1,1],74) — (R,Tg) este de asemenea izometrie i deci

continua. Deoarece ([—1,1],7,) este compact, rezulta ca (R, 7y) este compact.

Teorema. Dacd (X,dy) este compact, iar f: (X,d1) — (Y,ds) este con-
tinud si bijectiva, atunci este un homeomorfism.

Demonstratie. Trebuie si ardtam ca f~1 : (Y, d2) — (X, d;) este continu.
intr—adevér, VF C X inchisa, deoarece X este compact, rezulta ca F' este com-
pactd, si cum f este continud, obtinem ca f(F) = (f~1)~!(F) este compacti,
deci inchisa in Y.

II. Proprietati de marginire.

Teorema. Orice functie f : K C (X,d;) — (Y,d2) continud pe multimea
compacta K este marginita pe K.



Demonstratie. Conform teoremei precedente, f(K) C (Y, ds) este multime
compacta, deci marginita, ceea ce inseamna ca f este marginita pe K.

Teorema lui Weierstrass. Orice functie f: K C (X,d) — R continud pe
multimea compacta K este marginitd si isi atinge marginile pe K.

Demonstratie. Conform teoremei anterioare, f (K) este marginitd, deci

IM = supf(z) € Rgi Im = in}f{f(a:) € R. In plus, m,M € f(K) gi cum
zeK z€

multimea f(K) este compactd, deci si inchisg, rezulta ca m, M € f(K). Prin ur-

mare, 3, xpr € K astfel incat m = f(x,,) si M = f(znr), adica, f isi atinge marginile pe K.

Teorema lui Cantor. Orice functie f: K C (X,d1) — (Y, d2) continud pe
mulfimea compacta K este uniform continud pe K.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca Jey > 0 astfel incét
V6 > 0,3xs,y5 € K, cu di(xs,y5) < 9, dar da(f(zs), f(ys)) > eo. In particular,
pentru orice n € N*, 3z )n, (Yn)n C K, cudy (T, yn) < = si da(f(20), f(yn)) =
o (*)

Deoarece (), C K si multimea K este compactd, exista un subsir (z,, )k
al lui (x,,)n astfel incat x,, — xo € K. Prin urmare, ¥n, k € N*,

1
dl(ynkaxo) < dl(ynk7xnk) + d1($nk,l’0) < nik +
1
+d1 (xnkaxo) S % + dl (Ink7x0) - O?
k—o0

de unde rezultd ca y,, — zo. Functia f fiind continua, f(y,,) — f(xo) si
F(@n) — Fao).

In relatia (%), rezulta in particular cd da(f(2n,), f(Yn,)) = €0,Vk € N*.
Trecand la limita si folosind continuitatea functiei distanta, obtinem ca 0 =
da(f(xo), f(z0)) > €0 > 0, contradictie.

Teorema. Daca A C R este marginita si f : A — R este continud pe A
atunci f este uniform continud pe A dacd si numai daca poate fi prelungitd prin
continuitate la A.

Exemple. i) f: (—1,1] — R, f(z) = sin 22 este uniform continua pe (-1, 1];

ii) f:(0,2] = R, f(x) = sin 2, nu este uniform continua pe (0, 2].

Definitie. O multime A C (X,d) este relativ compactd dacd A este com-
pacta.

Exemplu. [0,1),(0,1), (0,1] sunt relativ compacte.



Teorema. Dacd A C (X,d1) este relativ compactd, f : A — (Y,dz2) este
continud pe A si (Y, ds) este complet, atunci f este uniform continud pe A daca
g1 numai dacd poate fi prelungitd prin continuitate la A.

Multimi conexe.

Definitie. Un spativ metric (X, d) este:

i) conex daca AD;, Do multimi deschise, nevide si disjuncte astfel ca X =
D1 U Ds.

ii) neconex sau disconex daci nu este conex.

Teorema. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) (X,d) este spatiu metric conex;

i) BFy, Fy multimi inchise, nevide si disjuncte astfel ca X = Fy U Fy;
i11) Singura mulfime nevidd din X simultan deschisa i inchisd este X.

Demonstratie. Afirmatiile sunt imediate intrucat c¢Ds = Dq,cD; = Ds,
deci multimile Dy, Do sunt si inchise.

Definitie. A C (X, d) este multime:

i) conexd daca privitd ca subspatiu al lui X este conex, adica, #D;, Dy
multimi nevide deschise in X astfel incat D1 NA # (0, Dy N A #0,A C D; U
D27D1 ngmAZQ

ii) neconexd sau disconexd dacd nu este conexa.

Intuitiv, o multime conexa este o multime ”formata dintr-o singura bucata”.
De exemplu, o multime formata din doua puncte diferite sau din doua multimi
deschise disjuncte nu este conexa:

Exemple. i) Presupunem ca existd a,b € X,a # b. Atunci multimea
A = {a, b} nu este conexa, deoarece 3Dy = c{a}, Do = ¢{b} multimi nevide
deschise in X astfel ca D1 NA#D, DoNA#0,AC DyUDy,DiNDyNA=0.

ii) Fie A = (-1,0) U (1,2) ¢ X = R. Atunci A este neconexa deoarece

iD; = (-1,0), Dy = (1,2) multimi nevide deschise in R astfel ca D1 N A =
(=1,0) #£0,DoNA=(1,2)#0, A=D1 UDy, D1 NDyNA=0.

Teorema. Daca (A;);er este o familie oarecare de mulfimi conexe din
€
(X,d), cu ﬁIAi £ 0, atunci A = UIAi este de asemenea conexd.
i€ ic

Demonstratie. Deoarece ‘ﬁIAi #(,3a € A;,Vi € I, deci a € A.
1€

Presupunem prin reducere la absurd ca A este neconexa, deci 3D7, Do multimi
nevide deschise in X astfel incat Dy NA # 0, Do NA# 0, AC Dy UDsy, D; N
DoNA=0.

Deoarece a € A C D1 U Do, presupunem pentru a face o alegere ca a € D;.



Pe de alta parte, intrucat Do N A =
Dy Ay # 0.

In acelagi timp, observim c& a € D1 N A;,, deci D1 N A4;, # 0.

De asemenea, D1NDyNA;, = 0 si A;; € D1UD5, de unde A;, este neconexa,
fals.

4L€JI(D2 NA;) # 0,3ip € I aga ca
7

Teoremd. Daca A C (X,d) este conexd, atunci VB, cu A C B C A este
conexd (deci in particular, A este conexd).

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca 3B neconexa astfel
ca A C B C A (din ipoteza, A fiind multime conexa).

Atunci 3D7, D> multimi nevide deschise in X astfel incat Dy N B # (), Dy N
B#(0,BC D UDy,DyNDyNB=4.

Deoarece Dy N B # (,3b; € Dy N B si similar, deoarece Dy N B # 0, 3by €
Dy N B.

Intrucat B C A, rezultd ci by, by € A, deci D1 N A # 0 si DoNA#(.

Pe de alta parte, obtinem evident ¢c& D1 N DyNA=0si A C Dy U Dy, deci
A este neconexa, fals.

Functii continue pe multimi conexe.

Teorema. (invarianta conexiunii) Dacd [ : (X,dy) — (Y, dz) este functie
continud pe X, iar A este multime conexa in (X,dy), atunci f(A) este de
asemenea conexd in (Y,ds) (orice functie continud duce (transformd) multimi
conexe dintr-un spafiv metric tot in mulfimi coneze).

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca f(A) este neconexa,
deci 3D, D> mulimi nevide deschise in Y astfel incat Dy N f(A) # 0, Dy N
f(A) #0, f(A) €Dy UDy, DN Dan f(A) = 0.

Deoarece f este continus pe X, rezultd cd multimile nevide Dy = f —Y(Dy)
si Dy = f~1(D2) sunt deschise in X. Mai mult, DiNA#0,Dyn A0,

AC fH(f(A) € f7H(D1UDy) = D1UDy, DiNDaNA = f~H(DinD2)NA =
(0, deci A este neconexa, fals.

Definitie. Spunem ca o functie f : (X,d1) — (Y,d2) are proprietatea lui
Darbour pe X daca transforma orice mulfime conexa din X iIntr-o multime

conexa din Y.

Consecinta. Orice functie continua f : (X, d;) — (Y, ds) are proprietatea
lui Darboux pe X.

Propozitie. O multime nevidd A C (R, d,,) este conexa daca i numai daca
este interval.

Probleme propuse.



1. Fie f,g : R — R aplicatii continue pe R si fie h : R? — R, h(x,y) =
(f(2),9(v)),V(x,y) € R%. Aratati ca functia h este continui pe R?.

2. Ardtati cd multimea K = {(x,9); (2% + y?)? = 2(2? — y?)} C R? este
compacta.

3. Fie multimea A = {(z,y);2? + y? < 4,y > o + 1} si fie functia f : R? —

z sin y4ysinx
R, f(z,y) = { Vaity? (@) # (0,0 Aratati ca:
0, (z,y) = (0,0).
a) Multimea A este compacta.
b) Functia f este continui pe R2.
c¢) Este f uniform continud pe A?
d) Este multimea f(A) compacta?

4. Aratati ca functiile urmatoare sunt uniform continue pe domeniul de

definitie:
‘ 1
) FiR SR, fag =] VO T A @0 200
0, (xay) = (070)
i) f:(1,2) x (1,2) = R, f(z,y) = z,

5. Fie f : R? = R, f(x,y) = (y,7),Y(z,y) € R2. Aritati ci functia f este
continua pe R2.

6. Fie (X, dp) (dp fiind metrica discretd). Aratati cd A este compactd daca
si numai daca este finita.

7. Cercetati daci un spatiu liniar normat X # {0} poate fi compact.

5. Aratati ca dacd (r,)n C (X,d), z, — @, atunci multimea termenilor
girului poate sd nu fie compacta, dar multimea A = {z,}U{z} este intotdeauna
compacta.

6. Fie A, B doud submultimi nevide ale unui spatiu normat X. Fie suma lor
A+ B={a+bjac Abe B}. Aratati ca:

i) Dacid A gi B sunt inchise si cel putin una din ele este compacta, atunci
A+ B este Inchisa. Suma a doud multimi Inchise este in general multime inchisa?

ii) Dacd A si B sunt compacte, atunci A + B este compacta.

7. Aratati cd o reuniune infinitd de multimi compacte nu este neaparat
compacta.

8. Studiati uniforma continuitate a functiilor urmatoare:

2tgrarctgl 4 YOSIZVEST 4o 1 ()

) _1_
(Ccozb;z)9$2 RS [711230)

i) f(z) = { (1+3tg2\/5)2%,33 c (O,%}.

9. Ar#tati ¢ functia de tip Dirichlet f : [0,1] — R, f(x) = { z,z € [0,1]NQ

—z,z €[0,1]NR\Q



este uniform continud pe [0, 1]NQ si [0, 1]NR\Q, dar nu este uniform continuéa
pe [0,1].

10. Cercetati daca compunerea a doua functii lipschtziene este de asemenea
functie lipschitziana.

11. Aritati cd multimea A = {(z,y) € R?;(z,y) = (arctgt,In(1 + t?)),t €
[—1,1]} este compactd gi conexa.

12. Indicati o multime neconexa pentru care aderenta este conexa.

13. Aratati ca multimea A = {(x,y) € R%;22 + y? < 4,y # = + 1} nu este
conexa.

14. Fie A, B doua submultimi nevide ale unui spatiu normat X. Fie suma
lor A+ B={a+b;a € A be B}. Aratati ca:

i) Dacid A gi B sunt inchise si cel putin una din ele este compactd, atunci
A+ B este inchisa. Suma a dous multimi inchise este in general multime inchisa?

ii) Dacd A si B sunt compacte, atunci A + B este compacta.

15. Aratati cd dacd (X, d) este un spatiu metric compact, iar f : (X,d) —
(0, 00) este o aplicatie continud, atunci IA > 0 astfel ca f(z) > A\, Vo € X.

16. Aratati ca functia distantd de la un punct la o multime dintr-un spatiu
metric (X, d) este uniform continua pe X.

17. Fie f,g : (X,d1) — (Y,dz2) doud functii continue, (X,d;) fiind spatiu
metric compact. Ardtati cd multimea A = {z € X; f(z) = g(z)} este compacta.

— —

18. Fie A C (X,d) o multime compactd, nevida si §(A4
Aratati ca Jzg, yo € A astfel ca 6(A) = d(zo, yo)-

, diametrul sau.



Propozitie. O multime nevida A din R este conexa daca si numai daca este
interval.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem prin reducere la absurd ca exista
in R o multime conexa A, care nu este interval.

O multime I din R este interval daca Va,b € I, cua < bsi Ve, cua <c<b,
rezulta cd ¢ € I (adicd, Va,b € I, cua < b= [a,b] CI).

Prin urmare, intrucét A nu este interval, Ja,b € A,3¢, cua < ¢ < b dar ¢ ¢
A. Fie Dy = AN (—00,¢),Da = AN (¢, +00). Observam ca a € Dy,b € Dy, deci
multimile sunt nevide. In plus, sunt deschise in A, Dy UDy = A si Dy N Dy = 0,
deci A este neconexa, fals.

Suficienta. Presupunem prin reducere la absurd ca exista un interval I care
nu este multime conexa. Atunci 3Dy, Dy multimi nevide deschise (si inchise) in
I, disjuncte astfel incat I = D; U Ds. Fie a € D1,b € Dy. Cum Dy N Dy = (),
rezultd ca a # b. Presupunem ci a < b gi cum I este interval, vom avea [a, b] C I.

Fie ¢ = sup(D; N [a,b])(€ D1 N[a,b] € Dy N[a,b] = Dy N [a,b]). Ardtim
ca ¢ # b. intr—adevér7 daca ¢ = b, atunci b € D; N Dy, fals. Prin urmare,
¢ € DiNla,b), deci Je > 0 astfel ca c+e € D1NJa,b) C DiNa,b], fals, intrucat
¢ este supremum.

Consecinta. O functie f : R — R are proprietatea lui Darboux daca si
numai daca duce intervale in intervale.

Consecinti (teorema valorilor intermediare). Daca f : (X,d1) — (R,dy)
este functie continud pe X, iar A C (X,d) este multime conexd, atunci f(A)
este interval (adicd Va,b € A, cu f(a) < f(b) si VA € (f(a), f(b)), rezultd ca
A € f(A), adica Jc € A, cu f(c¢) = A) sau, echivalent, Va,b € A, cu f(a) <
f(b) = (f(a), f(b)) € f(A)).

Regasim astfel,

Consecinta. Daca f : [interval € R — R este continua pe I, atunci are pro-
prietatea lui Darboux pe I, adicd Va,b € I, cu f(a) < f(b) si VA € (f(a), f(D)),
deel, cu f(c) = A

Reciproca nu este adevarata. Exista functii care au proprietatea lui Dar-
boux pe un interval, dar nu sunt continue pe intervalul respectiv: f : [0,1] —
sin 7,z € (0,1]

L g = { TEEES
Spatii metrice/multimi conexe prin arce.
Definitie. i) Un spatiu metric (X,d) se numeste conex prin arce daca

orice doud elemente ale sale pot fi unite in mod continuu printr-un drum (arc)
continut in X, adica,



Vry,ze € X, Jp : [a,0) C R — X continud pe [a,b] astfel incat ¢(a) =
x1,0(b) = x4 s1 p(t) € X,Vt € [a,b].

ii) O multime A C (X, d) este conexd prin arce dacd privitd ca subspatiu
este conex prin arce.

Propozitie. Orice spatiu metric conex prin arce (X, d) este conex.

Demonstratie. Fie o € X oarecare, fixat. Deoarece (X,d) este conex
prin arce, Yz € X,3p : [a,b] C R — X continud pe [a,b] astfel incat p(a) =
zo, p(b) = z si p(t) € X,Vt € [a,b]. Notam ¢([a,b]) = A, care este de asemenea
multime conexa.

Prin urmare, X = ngAI este conexd (Vz € X, zg € Az, deci zQXAm £ 0).

Reciproca nu este adevarata. FExista multimi conexe care nu sunt conexe
prin arce.

Teorema (invariania conexiunii/conectivitatii prin arce). Imaginea printr-
o functie continud a unei mullimi conexe prin arce este de asemenea o mulfime
conexd prin arce (altfel spus, functiile continue duc mulfimi conexe prin arce
in multimi conexe prin arce).

Demonstratie. Fie f : A C (X,d1) — (Y,d2) continud pe multimea
conexd prin arce A. Vom arata ca f(A) este de asemenea conexa prin arce.
Pentru aceasta, fie y1,y2 € f(A) oarecare. Existd z1,22 € A astfel incat
y1 = f(z1),92 = f(z2).

Deoarece x1,z2 € A, iar A este conexi prin arce, Jp : [a,b] C R — A
continud pe [a, ] astfel incat p(a) = x1, (b)) = z2 si p(t) € A, Vt € [a,b)].

Observam ca unc‘gla fog:fa,b] C R — f(A) este continud pe [a,b], (f o
¢)(a) = f(pla)) = flaz1) =y, (fop)(b) = f((b) = f(22) = y2 51 (fop)(t) =
fle(t) = f(x) € ( ) Vt € [a,b], ceea ce inseamnd ci f(A) este conexa prin
arce.

Problematica convexitatii/conectivititii in (R*, 7,)

Definitie. O multime A C R* se numeste converd daca orice dous elemente
din multimea A pot fi unite in mod continuu printr-un segment inchis continut
in A:

Yoy, 29 € A = [21,22] C A,
unde |71, 2] = {z € R¥; 2 = (1 — \)x1 + Azo, A € [0,1](C R)}.
Observatie. i) Evident, orice mul{ime convexa este conexa prin arce (deci

gl conexa). Exista insd multimi conexe prin arce care nu sunt convexe, cum ar
fi, de exemplu, cercurile din R2.



ii) Orice segment din R¥ si, in particular, orice interval din R este multime
convexa.

Propozitie. Orice sfers deschisi (sau inchisa) din R¥ este multime convex.

Demonstratie. Fie zg € R*, S(zq,7) si a,b € S(xg,r), oarecare. Aritam
ca [a,b] = {z € R¥;2 = Xa+ (1 — A\)b, A € [0,1]} C S(z0,7). Fie deci y € [a, b]
oarecare. Atunci

lly —zoll = [[Aa+ (1 =XNb—axol[ =[[]Aa+ (1 =A)b—[A+ (1= A)zo]]| <
< Ala=aol| + A =N|b—z0l| < Ar+ (1 =XNr=r,

deci y € S(xo, 7).

Propozitie. Orice paralelipiped (interval) inchis P = [a1, b1] X [ag, ba] X ... X
[ak, by] din R¥ este multime convexa.

Demonstratie. Fie z = (z1,...,2%),y = (y1,...,yx) € P, oarecare. Prin
urmare, a; < x; < b; sia; <y; < b;, Vi=1,k.

Ardtadm ca [z,y] C P, adica, VA € [0,1], Az + (1 — X\)y € P, ceea ce revine
la a ardta cd a; < Ay + (1 — Ny, < b, Vi = 1 k. intr—adevér, afirmatia este
imediata intrucat Aa; < Az; < Ab; si (1—Na; < (1=N)y; < (1—A)b;, Vi =1,k.

Observatie. Imaginea printr-o functie continua a unei multimi convexe
poate sa nu fie convexa, dupa cum se remarca din urmatorul contraexemplu:

Functia continua f : [0, 7] — R?, f(t) = (cost,sint), V¢ € [0, 7] duce multimea
convexd [0, 7] intr-un semicerc, care nu este multime convexa.

Teoremi. Orice submultime nevidd, deschisd D a lui R* este conexd dacd
$i numai dacd este conexd prin arce.

Multimi precompacte. Multimi relativ compacte.

Definitie. O multime A C (X, d) este precompacta (sau, total mdrginitd)
daca Ve > 0,3{S(xi,e)},_15 i € A astfel ca A C ‘L_Ile(xi,E).

Observatie. Orice submultime a unei multimi precompacte este de aseme-
nea precompacta.

Exemplu. Multimea termenilor unui sir Cauchy este multime precompacta.
Intr-adevar, daca A = {z1,...,xy,...}, deoarece (x,), este sir Cauchy, atunci
Ve > 0,3ng(e) € N aga ca Vn > ng, avem d(Lp, Tn,) < €, deci {Xngy oy Ty oo} C

S(Zngy,€). Prin urmare, A C @15’(961-,5).
i=

Teorema. Orice multime total marginita este marginita.



Demonstratie. Fie A C (X,d) total méarginitd. Atunci pentrue =1, 4 C
P -
'UlS(xi,l). Prin urmare, Vz,y € A, rezultd ca Jiy,io = 1,p astfel ca = €
1=

S(xiy,1) sty € S(wiy, 1), deci d(z,y) < 2+ d(x;,,T4,), ceea ce implica 6(A) <
24 0(M), unde M = {x1,z2,...,x,}. Decarece multimea M = {z1,...,x,} este
marginita, obtinem cd §(A4) < oo, adicid A este marginita.

Teorema (Hausdorff) O multime A dintr-un spatiu metric (X,d) este com-
pacta daca si numai dacd este precompactd si completd.

Demonstratie. Necesitatea. Fie A C (X,d) compactd. Deoarece A =
U {z} C U S(z,¢), rezulta ca A C ¥ S(x;,€), deci A este precompacta.
z€A z€A i=1

Fie acum un sir Cauchy (z,), C A. Deoarece A este compacta, Iz, — = €
A gi in final rezulta cd x,, — z, deci A este completa.

Teorema. O mulfime A dintr-un spatiu metric (X,d) este precompacta
dacd si numai dacd orice sir din A contine un subsir Cauchy.

Teorema. Daca A C (X, d) este relativ compactd, atunci este precompactd.

Demonstratie. Deoarece A este relativ compacti, atunci A este compacta,
deci gi precompacta, de unde A C A este de asemenea precompacta.

Problematica in R

Teoremi. Fie A C R*. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
i) A este compactd;

ii) A este secvential compactd;

i11) A este mdrginitd gi inchisd.

Teoremi. Fie A C R*. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
i) A este precompactd;

ii) A este relativ compactd;

i11) A este mdrginitd.

Demonstratie. ii) = iii): Dacad A este relativ compactd, atunci A este
compacti, deci marginita. Cum A C A, rezults ca si A este marginita.

iii) = ii): Deoarece A este marginita, avem §(A4) = §(A) < oo, deci A este
mirginita. Fiind si inchisi, A este compacti, adics A este relativ compacti.

Spatiul C(K).

Definitie. Fie un spatiu metric (X, d). Spunem ci o familie F = {f : X —
R} este:



i) echicontinud in xo € X dacd Ve > 0,3V.(zg) € V(xo) astfel ca |f(z) —
f(zo)| <e,Vx eV, ,VfeF.
ii) echicontinud pe X dacd este echicontinud in orice punct din X.

Observatie. Daca familia F este echicontinua in zg € X, atunci toate
functiile f € F sunt continue in z iar vecinatatea V. (care corespunde fiecarui
€ > 0) este aceeasi pentru toate functiile familiei.

Fie C(K) = {f : K — R, f continud pe K}, multimea tuturor functiilor
continue cu valori reale, definite pe un spatiu metric compact K. Conform Teo-
remei lui Weierstrass, orice functie f € C(K) este marginita, deci aplicatia
[| -] : C(K) = Ry, || f]| = sup|f(z)],Vf € C(K) este bine definita. Mai mult,

zeK

este 0 norma, numita norma Cebdsev, sau norma convergentei uniforme si care
induce distanta d(f, g) = sup|f(z) — g(z)|,Vf,g € C(K).
zeK

Teorema. i) Un sir (fn)n C C(K) converge in metrica d la un element
f € C(K) dacd si numai dacd (fr)n converge uniform pe K la f.
ii) C(K) este spatiu Banach.

Teorema lui Arzela-Ascoli. Fie un spativ metric compact K. O familie
de functisc M C C(K) este relativ compactd in C(K) dacd si numai dacd este
marginita in C(K) si echicontinud pe K.

CALCUL DIFERENTIAL PENTRU FUNCTII DE MAI MULTE
VARIABILE REALE

In acest capitol, vom studia doua extinderi la R™ ale notiunii de derivata a
unei functii reale de o variabild reald, i anume, notiunea de diferentiald (sau
derivata Fréchet) pe de o parte, si notiunea de derivatd dupa o directie (sau
derivata Gateaux) pe de alta parte.

Derivata partiala a unei functii intr-un punct.

Fie D C R™ o multime deschisa, f : D — Rsi a = (a1, ...,a,) € D. Exista
S(a,r) C D.

Vi = 1, n fixat, consideram functia (%) z; — (a1, a2, .oy Qi_1, T, Qig1, ey An),

care este bine definitd pentru Va;, 0 < |z; — a;| <.

Definitie. Spunem ca:

i) functia f are derivatd partiald in punctul a in raport cu variabila x; dacd
functia de o variabila () are derivatd in punctul a in sens obisnuit (ca functie
reala de o variabila reald):



I lim flai,az,..,0i—1,2i,0i41,--,an)—f(a1,82,..,0i—1,8i,0i41,..-,0n) not.  of

T;—a; ox; (a’) (sau

Ti—a;

71, (@)(€ ).

In acest caz, %(a) se numeste deriwata parfiald a functiei f in raport cu
variabila x; in punctul a.

ii) functia f este partial derivabild in punctul a in raport cu variabila x;

daca Elaa—gi(a) eR.

Observatie. i) Daca n = 2, atunci

ﬁ(x()’yo) — lim f(xvyo) 7 f(‘r(]vyo) 7 ﬁ(x07y0) — lim f(x()vy) B f(xO;yO).
Dx z—zo T — o oY Y=o Y — Yo

ii) Dacad n = 3, atunci

of — i f(@.Y0.20)—f(20,90,20) Of _ i L(#0,9520)—f(%0,Y0,20)
ox ($0a Yo, ZO) - zlll};:lo T—x0 ’ Dy (.’ﬂo, Yo, ZO) - ylinylo Y—1yo 5
of — i £ (®0,90,2) = f(%0,Y0,20)

5z (€0, 0, 20) = lim — :

Exemplu. Aratati ca f(x,y, z) = In(tgx + tgy + tgz) verifica relatia sin 2z -
2 4 sin2y - %—i—sin?z'% =2:

of _ 1 . : T ; ; of 1
oz D; tgr+tgy+tgz  cosw §l, prin simetrie D(;au dlI‘eCt) SJ?{ - t91+t9y$;gz
1 _ 1 . 1 . . L of . of . Lof
Ty 5% = TgaTigviies | WD deci sin2x S5 T sin2y S5y +sin2z - 32 =
1 _
toartgyrigs < 2(tgT + gy +1g2) = 2.

Probleme propuse

1. Aratati ci orice multime finita cu cel putin dous elemente din R? nu este
conexa.

2. Aratati cd un spatiu metric (X, d) este conex dacd gi numai dacd pentru
orice doud multimi inchise nevide A, B C (X,d),{z € X;d(z,A) = d(z,B)} #
0.

3. Ardtati c& un spatiu metric (X, d) este conex daci gi numai daci orice
functie continua f : X — {0, 1} este constanta.

4. Aratati cd un spatiu metric (X, d) este conex daca gi numai dacd orice
functie continua f : X — R are proprietatea lui Darboux.

5. Aratati cd daca (X,d) este un spatiu metric gi orice functie continui
f: X — X poseda cel putin un punct fix, atunci (X, d) este conex.

9. Fie A, B C (X,d) dous multimi conexe astfel ca AN B # (. Aratati ca
AU B este conexa.

10. Aratati cd multimea A = {(z,y) € R% (z — 1)?2 +¢* < 1} U {(z,y) €
R?; (x 4+ 1)? 4+ y? < 1} este conex.



11. Fie A,B C (X,d) doud multimi inchise astfel ca AU B si AN B sunt
conexe. Aratati ca A si B sunt conexe. Aratati ca ipoteza ca A si B sunt Inchise
este necesara.

12. Aratati c& un spatiu metric (X, d) este neconex daca si numai daca exista
o submultime proprie, nevida a lui X care sa fie simultan deschisa si inchisa.

13. Fie multimea A = {(z,y); 2% +y?> <9,y > x + 1} si fie functia f : R? —

R, f(z,y) = \/ZTy (z,y) #(0,0)
0, (x,y) = (0,0).

Este multimea f(A) conexa?

14. Fie A C (X,d). Aratati ca dacd A este compactd, atunci A’ este com-
pacta.

15. Fie (X, d) un spatiu metric oarecare. Aratati ca:

i) orice reuniune finitd de multimi compacte (respectiv, relativ compacte)
este compacta (respectiv, relativ compacta);

ii) orice intersectie de multimi compacte (respectiv, relativ compacte) este
compactd (respectiv, relativ compactd);

ii) reuniunea dintre o multime compactd si o multime finitd este multime
compacta;

iv) diferenta a doua multimi relativ compacte este multime relativ compacta,

v) interiorul unei multimi relativ compacte este multime relativ compacts;

vi) frontiera unei multimi compacte (respectiv, relativ compactd) este com-
pactd (respectiv, relativ compacta).

16. Aratati ca dacd (zp,), C (X,d), x, — =, atunci multimea termenilor
girului poate sd nu fie compacta, dar multimea A = {z,}U{z} este intotdeauna
compacta.

17. Aratati ca orice multime finita dintr-un spatiu metric este precompacta.

18. Aratati ca orice multime dintr-un spatiu metric discret este precompacta
daca si numai daca este finita.

19. Arétati cd multimea Q N [0, 1] este precompacta in (R, d, ), dar nu este
compacta.

20. Aratati ca orice functie uniform continud transforma multimi precom-
pacte tot In multimi precompacte.

21. Ce conditie trebuie sa indeplineasca o multime A C (X, d) pentru ca
functia sa caracteristici N4 sa fie continua pe X7

22. Fie f : (a,b) — R o functie continua pe intervalul marginit sau nemarginit
(a,b) din R astfel ca 3 lim> (x) e Rgi3 lim> f(z) € R. Aratati cd f este
uniform continué pe (a, b).



Definitie. Spunem ca:

i) functia f are derivatd partiald in punctul a in raport cu variabila x; dacd
functia de o variabild (x) are derivatd in punctul @ in sens obignuit (ca functie
reald de o variabila reald):

I lim f(alya2,~~7ai—1,1i;a'H»l7"~)a'fL')7f(a17‘12;“':‘11'71)0/1';ai+17~~~;an) not. Df (a) (sau
Ti;—ajg D‘Li

T;—a;

#1,(@)(€ ).

In acest caz, g—i(a) se numeste derivata partiald a functiei f in raport cu
variabila x; in punctul a.

ii) functia f este partial derivabild in punctul a in raport cu variabila x;

dacd 351 (a) € R.

iii) functia f este partial derivabild in raport cu variabila x; pe D dacid f
este partial derivabila in raport cu variabila z; in orice punct din D.

In acest caz, se obtine o functie 5 Df :D —-R,Va€ D~~~ —( JER(GE=1,n
arbitrar, fixat).

iv) functia f este partial derivabild pe D daca f este partial derivabila in
raport cu toate variabilele in orice punct din D.

In acest caz, se pot defini n functii g?Tf : D — R,i = 1,n, numite derivatele
partiale ale lui f pe D.

Observatie. i) Spre deosebire de cazul functiilor reale de o singura variabila
reald, o functie poate sa nu fie continua intr-un punct, dar sa fie derivabila partial
in raport cu toate variabilele in acel punct:

. 1,z #0siy #0
. 2 _ )

Functia f : R?* — R, f(z,y) = { 0.2 = 0sany =0

origine, dar admite derivate partiale in origine:

f nu este continud in (0,0) deoarece nici nu existé " %irn(O 0)f(ac, NE
z,y)— U,

<%0> (0,0),(+,%) = (0,0), f(£,0) =0 =0, f($,2) =1 = 1 #0.
hm f(GE O) £(0,0) _ hmO 0 _ =0 of (0 O) _ hm f(0,y)—f(0,0) _
-0 ? Oy y

nu este continua in

7( 0) =
M = 0, ceea ce arata ca f este partial derivabild in (0, 0)

ii) Dacd n = 2, atunci

%(Iovyo) _ zlijglof(x’yoi : £§$07y0)7 g.]yc (x07y0) _ ylijgof(xo’y; : 2]50(330; yO) ]
iii) Dac& n = 3, atunci
2L (20, Y0, 20) = thzlo f(%’yo’ziiif%’yo’%)-

2 (z,y) # (0,0)
X . Fi ‘R2 x = vy
Exemplu. Fie f: R* = R, f(z,y) { \/?(yx,y):(o,o).



Avem: ﬁ(o, 0) = ]jmw lim 9=0

z—0 z—0 T

0-0 o2f __ 2%  of — oz
1}11% " *O iar V(z, y)#(ovo)aax(xay)* Y@ ty2)2’ OV (z,y) = V@22

i SO = F(0.0) _
21(0,0) = glg% =

U g‘x

Derivate partiale de ordin superior.

Definitie. Fie D C R™ o multime deschisa si f : D — R o functie derivabila
partial pe D. Fie % :D — R,i=1,n, cele n derivate partiale ale lui f.

Daca exista derivata partiala in a € D (respectiv, in orice a € D) in raport
cu variabila z; (j = 1,n) a functiei a—f (1 = 1,n), atunci aceasta se numeste
derivata partiala de ordin 2 a functiei f in punctul a (respectiv, pe D).

2 f

) ..
Se noteaza prin: a%(ag) = 553 35 (= (f2)s, = fia,) dacd i # j s
)
=-(3L) = ( (f2)e, = f12), daca i = j.
%, cu i # j se numesc derivate partiale mixte de ordin 2.

Observatie. 1) Pentru n = 2, avem derivatele partiale de ordin 2 :
D2 f O%f O*f O3f

Ox?’ oy?’ oxdy’ oyox . .

Pentru n = 3, avem derivatele partiale de ordin 2 :

O2f O%f O%f Dif 9%*f 2%f O%f °%°f O°f

0z2) Dy2’ 022 Dxdy’ Jyox’ OxDz’ D207’ D20y’ Jdyoz "

2) Nu este obligatoriu ca derivatele partiale mixte ale unei functii intr-un
punct sa fie egale:

zy(@®—y?) z,
Fie f : R? - R, f(m»wz{ w2§y( yg y()07é0>(-0 Y

. 92 _ o ,9f iy 22:0)=900.0) _ 3L @0)-3£0.0)
Atunci £L(0,0) = (= 5 )(0,0) = 22(0,0) = lim 220-00) _ Jyy S0
-
n%t,g
zy(z?—y?)
%(070) = lim £0¥)=F00) _ Df(x 0) = lim L&) =F(@.0) _ 3 “2Z5®
Y y—0 Y y—0 Y y—0 Y
x?
. D2f T z—0 _
deci 574-(0,0) = ill% — =1
Analog,
o f ; - 0)—2£(0,0
2L(0,0) = Z(55)(0,0) = 22(0,0) = i MONHO0 _ pyy SOZZ00),
=~
n%th
of . f(x,0)—£(0,0) of f(=y)—f(0,y) . %
55(0,0) = lim Z2R2E08 = 0, 52(0,y) = lim FRSER = lim Tt =
Y,
deci 5 (O 0) = lim =¥ = -1,

y—0 Y



agadar Dam—gy(o, 0) # Dayafz (0,0).

Exemplu. Fie f : R? = R, f(z,y) = cos(2x 4 3y). Atunci 2L = —2sin(2z +

o
. 2 . 2
3y), %5 = —3sin(2z + 3y), —Daxafy = %(%) = —6sin(2z + 3y), Daya); = %(%) =
—6sin(2z + 3y), % = —4sin(2z + 3y), gy’; = —9sin(2z + 3y).

Pentru definirea derivatelor partiale de ordin superior se procedeaza recurent

3 2
In aceeasi maniera: de exemplu, D%gﬁ = Dij (Diafmk) etc.

Derivata dupa o directie (vector)

Fie D C R™ o multime deschisa, f: D — R,a € D. Exista S(a,r) C D.
Dreapta care trece prin punctul a si are directia u € R", este dreapta care
trece prin punctele a si a + u, adicd multimea {a + tu;t € R}.

Definitie. i) Spunem ca functia f are derivatd in punctul a dupd directia

(vectorul) v (numitd si derivatd Gdteaur) dacd existd limita limw €

t—0
R, notata prin f’(a;u) sau %(a) sau %(a).
ii) Daca %(a) € R, spunem ca f este derivabila in punctul a dupa directia

(vectorul) u.

Observatie. 1) Dacd n = 1, se obtine definitia existentei derivatei (respec-
tiv, a derivabilitatii) pentru functii reale de o variabila reala.

2) Presupunem u # 0.

i) %(a) = }imw = lim M, deci practic limita aces-

—0 r—a,x—a=tu
tui raport de cregteri se realizeaza doar pe un drum particular, si anume, pe
dreapta care trece prin a si are directia u.

ii) Fie functia ¢ : (fHZ—H, m) —R,p(t) = fla+tu),Vt € (fm, ﬁ)

Functia ¢ este bine definitd deoarece Vt € (fH—ZH, ﬁ), a+tu € S(a,r) C D.
+tu)— . t)—p(0

fla t) fla) _ tlg%tﬂ( )tw( ) _ ¢'(0)

abild in punctul a dupa directia u daca si numai daca ¢ este derivabila in 0 (in

sens obignuit, ca functie reald, de o variabila reald).

Avem: %(a) = }51(1) , deci f este deriv-

Probleme propuse.

1. Calculati derivatele partiale pentru urméatoarele functii (atat functiile,
cét si derivatele acestora se vor considera pe domeniile maxime de existentd):

i) fz,y) = (@* +y?)arctgy;
i) f(z,y) = \/g%yﬁ




iii) f(z,y) = zIn(zy);

iv) fz,y,2) = e T sin? z;
v) f(z,v, )fezlnf

vi) @y, 2) = a¥ +y* + 2%
Vii) f(x7ya ) Ty + + 31

yz27

viil) f(z,y,2) = V’H arcsin £ yz.

2. Aratati ca functiile urméatoare Veriﬁcé ecua‘gule indicate:

i) f:R?2 >R, f(z,y) =e*cosy: Af = + 2° f = 0 (ecuatia lui Laplace);
i) f:R? - R, f(x,y) = e®siny : Af = ax2+ay2*0
111) f . R3\{(0 0 0)} - Raf(x7y7 ) = \/ﬁ’v(a%yvz) # (07()’0) :
Af sz + Dyf + Dz2 = 0.
. 2y 0,0)
3. Fie f :R? = R, f(x,y) = m2+y2’(x’y)7é( ’
0, (z,y) = (0,0).

Aratati ca 5 Dy(o 0) # 5 ayaac J-(0,0).

4. Studiati daca derivatele partiale mixte de ordin 2 in (0, 0) coincid pentru

2 (22 —y?)
functia f: R? — R, f(z,y) = (@2192)2 (@,y) #(0,0)
0, (x,y) = (0»0)~
P Fie functia f: RA\{(0,0,0)} — R, f(z,9,2) = ev T Verificati dacd
+yaf +z55 f =0.

6. Aratati ca x% + yay =2, daca z = In(z? + zy + 32).

7. Fie f : R = R, f(x,y,2) = 2%yz,a = (1,1,0),u = (1,0, —3). Calculati
4
du '

8. Cercetati derivabilitatea dupa un vector v € R™ intr-un punct a € R"”
pentru functiile urmatoare:

DR = Ry

i) || ]2 : R" — R

e () # (0,0)
9. Fie functia f : R2 = R, f(z,y) = { o 4y? 2 A ’
D= 70 y) = 0,0),

Cercetati dacd f are derivatd in (0,0) dupd orice versor v = (cos d,sinf),0 €

[0, 27).

10. Calculati %(a), unde 7 : R¥ — R este un operator liniar, iar a €
RF, u € RF, 4 # 0 sunt oarecare.

£L'2
11. Aratati ca functia f: R?2 —» R, f(z,y) = zirgr (©9) # (0,0)
0, ('T7y) = (0’ 0)7
nu este continud in (0,0), dar admite derivata in (0,0) dupéa orice vector
uweR2 u##0.
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12. Fie functia f : R? — R, f(z,y) = { @-2°)*+z% () #(0,0)
0, (l‘, y) = (07 O)
a) Cercetati continuitatea lui f in (0,0);
b) Studiati derivabilitatea in (0,0) alui f dupa un versor v = (cos 8, sinf), 0 €
[0, 27).
13. Fie f(z,y, 2) = e*Ysin z. Aratati ca ngyfaz = ay%szfaw.

14. Calculati derivatele partiale de ordin II pentru f(x,y) = 2% In(1 — zy).

15. Fie f(x,y,2) = In(x®+y>+23 —32yz). Aratati ca %—l—%—i—% = z+z+z.




Observatie. Fieu € R", u # 0,,v = ﬁ Atunci %(a) = }imw =

0

thn(l)%”u“ = ||u| - %(a), deci consideratiile referitoare la derivabil-

itatea dupa un vector se pot practic reduce la situatia in care vectorul este un
Versor.

Exemplu. Fie f : R3 - R, f(z,y,2) = siny/22 +y2 + 22 si u = (2,1,-2).

H 2 2 _ 2__qf
Atunci %(074, 3) = }5% f(a+tii)—f(a) — lim f(2t,4+t,3—t2t)—f(07473) — Qi S VA +(441)2+(3-20)2—sin5 _

t—0 t—0

2
£ cos 5.

Propozitie. Daca ¢; = (0,0, ...1,0,...,0),7 = 1,n sunt versorii bazei canon-
ice, atunci
df of
dei (a) n DSCZ‘ ((1)

Intr-adevir i(a) — im Llatted)=f(a) _ 3y, Flansaz,aiz1,0itt,ai4a,.000) = fla1,02,
t

t

Qi 1,05, 1)

) de; t—0 t—0 t
o
a;xi ().

Observatie. Functiile derivabile intr-un punct dupa orice versor nu sunt
neapdrat continue in punctul respectiv (vezi probleme propuse).

Prezentam 1n cele ce urmeaza urmatoarea forma in R™ a teoremei lui La-
grange:

Teorema (de medie). Fie D C R™ o mulfime deschisd si convexd si fie
f: D — R, o functie derivabild pe orice directie in orice punct din D. Atunci,
Ya,b € D,3c € (a,b) (segmentul deschis din R™ de capete a,b) astfel incdt

£(b) ~ f(a) = iy (o).

Demonstratie. Definim, ca si in precedent, functia ¢ : [0,1] — R, o(t) =
fla+1t(b—a)),Vte]0,1].

Evident, deoarece mul{imea D este convexi, atunci Vt € [0,1],a+¢(b—a) €
[a,b] C D, deci ¢ este bine definita.

Observam cé ¢ este derivabild in orice punct din [0, 1] : V¢, € [0, 1],

lmM _ hmf(a+t(b—a))—f(a+t0(b_a)):
t—to t—tg t—to t—to
_ iy flatto(b—a) + (t —t0)(b — a)) — fla+ to(b —a))
f=to t—to
_ g fatitob—a)+sb—a) - flatitb—a) _
s—0 s
df

m(a +to(b—a)).

Mai mult, ¢'(t) = d(:fa) (a+t(b—a)),vtel0,1].



Aplicand teorema lui Lagrange functiei ¢, 30 € (0,1) astfel incat o(1) —

0(0) =¢'(0).
Notand ¢ =a+ 0(b — a) € (a,b), rezulta ca f(b) — f(a) = d(bdia) (¢).

Consecinta. Daca D C R™ este o multime deschisa si convexasi f: D — R
este o functie derivabila cu derivata nula pe orice directie, in orice punct din D,
atunci f este constanta pe D.

Demonstratie. Din teorema de medie rezulta c& f(b) = f(a),Va,b € D, de
unde concluzia.

FUNCTII DIFERENTIABILE.

Sa amintim pentru inceput urmatoarea notiune din cazul functiilor reale de
o variabila reala:

Fie f : (a,b) C R — R gi ¢y € (a,b). Functia f este derivabild in t(, daca
w

=%, care se noteaza cu f'(to) si se numeste

exista gi este finita limita tlij%
derivata functiei f in punctul tg.

De asemenea, se cunoagte faptul ca f este derivabila in ¢y daca si numai daca
f este diferentiabild in to, adicd existd o aplicatie liniara T = df (tp) : R — R
(numitd diferentiala lui f in to), Vh € R ~ T(h) = f'(to)h € R, astfel incat
f(t)*f(io)*T(t*to) = 0.

lim e

t—to

Fie D C R™ o multime deschisd, F : D — R™ a € D (deci 3 S(a,r) C D).
Este natural sa dam urmatoarea definitie:

Definitie. i) Functia F' se numeste diferentiabild in punctul a daca exista
un operator liniar T : R™ — R™ astfel incat

(D) lim F(x)— F(a) —T(x —a)

z=a ||z =l

=0.

ii) Functia F' se numeste diferentiabild pe D daci este diferentiabild in orice
punct din D.

Observatie. i) Notdnd z — a = h, (D) se poate scrie sub forma echivalenta

=0.

. Fla+h)—F(a)—T(h)
(D) i 1Al

F(z)—F(a)—T(z—a)
i) Notand a(z) = z—al| x€D,x#a

, atunci (D) se poate
0,xr=a

scrie sub forma echivalenta: Vo € D,

(D") F(z) = F(a) + T(x — a) + a(z) - |z — all,



unde lim a(z) = a(a) = 0, sau, echivalent,

(D) F(a+h) = F(a)+T(h) +ala+h) -],

VheR" cua+heDsi }llin%)a(ath):a(a):O.

Definitie. Numim diferentiala functiei F in punctul a, aplicatia liniara
not

T:R" - R™T = dF(a),Vh € R" ~» dF(a)(h) € R™ (diferentiala lui F' in
punctul a calculatd in h).

Observatie. Dacd m = 1,n = 1, se obtine definitia diferentiabilitatii (care
echivaleaza cu definitia derivabilitatii) pentru functii reale de o variabila reala.

Teorema. Daca existd, diferentiala unei functii intr-un punct este unica.

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, cd exista doi op-

eratori liniari diferiti 7,5 : R™ — R™ astfel incat lim F(x)_ﬂ;@;‘?(x_a) =0
r—a

si lim F(m)_ﬂi‘?a_lf(x_a) = 0. Atunci l_im% = 0, adici, echivalent,
i (T=5)(h) _
Jim S =0 ().

Pe de alta parte, deoarece T #£ S, existd hg € R™ (hg # 0) asa incat T'(hg) #
S(hg).

Din (%) rezulta in particular c& lim (I=5)(tho) _ 0,deci lim (I=5)(ho)
t—0,t>0  |Itholl t—0,t>0  Ilholl

W =0, de unde T'(hg) = S(ho), contradictie.

Conditii necesare de diferentiabilitate.

Teorema (legdtura dintre diferentiabilitate si continuitate). Orice functie
F: D CR"™— R™ diferentiabild intr-un punct a € D este continud in a.

(Prin urmare, dacd o functie nu este continud intr-un punct, nu este nici
diferentiabild in acel punct).

Demonstratie. Deoarece F' este diferentiabild in a, existd un operator
liniar 7' : R™ — R™ si o aplicatie o : D C R® — R™, cu lima(z) = a(a) = 0,
r—a
astfel incat Vo € D, F(z) = F(a) + T(x — a) + a(x) - ||z — al|, de unde, intrucat
operatorul liniar T este continuu, avem lim F'(z) = F'(a), adica F' este continua
r—a

n a.

Observatie. Reciproca teoremei anterioare nu este adevarata: exista functii
continue intr-un punct, care nu sunt diferentiabile in punctul respectiv, dupa
cum se va vedea intr-un exemplu urmator.



Teorema (legatura dintre diferentiabilitate si derivabilitatea dupd o directie).
Daca f: D CR"™ — R este diferentiabila in a € D, atunci f este derivabild in
a dupa orice directie u # 0 gi df (a)(u) = %(a).

Demonstratie. Deoarece a € D gi D este multime deschisa, 3S(a,r) C D.
Vu € R™\{0},30 = iy astfel incat vt € R, cu [t] < é,a +tu € S(a,r) C D.
Prin urmare, deoarece f este diferentiabila in a € D,

tu) — T(t tu) - ||t t
flatte) = f@) . T(tw) +afo+ tu) |l [0

i - () +

T(u) = df (a)(u)
existd gi este finitd, deci f este derivabild in a dupa u si df (a)(u) = %(a).

Observatie. Reciproca acestui rezultat nu este adeviratd (aga cum am
vazut deja, existd functii derivabile dupa orice vector nenul, dar care nu sunt
continue, deci nici diferentiabile intr-un punct).

Consecinta (legdtura dintre diferentiabilitate gi derivabilitatea partiald).
Daca f: D C R" — R este diferentiabild in a € D, atunci f este derivabild
partial in raport cu orice variabila in a si

a)h;,Vh = (hy,...,h,) € R™.
Zaxz v (7 )€

Demonstratie. Conform teoremei precedente, f este derivabila in a dupa
orice directie u # 0, deci gi dupa versorii bazei canonice. Exista agadar %(a) €
k2

R,¥i =T, n si df(a)(e;) = - (a) = 2L (a).
Atunci Vh = (hq, ..., hy) € R™,

df(a)(h) = df (a)(D_hie;) = Y _df(a)(ei)h; = Zax
=1 i=1 ?

Observatie. Prin urmare,

T(x —a) =df(a)(z—a) = Z Df: (a)(z; — a;).

Observatie. Reciproca teoremei anterioare nu este adevarata:

2, (=, 0,0
Exemplu. Fie functia f: R? — R, f(z,y) = { Vg (z,y) # (0,0)
07 (l',y) - (070)

Vom arata ca desi functia f este continuid si admite derivate partiale in
(0,0), nu este diferentiabils in (0,0). Intr-adevir, daci am presupune prin
reducere la absurd ca f este diferent;iabilé in (0,0), aceasta ar insemna cé
3 g [EW-FOO-BIOOE-0+FH OG-0 _ o boeo o VeeE _
(@9)=(00) Vot ’ (2.)—(0,0) V07

> = 0, contradictie, deoarece ultima limita nu exista.

li
(2.)(0,0) T



Conditii suficiente de diferentiabilitate.

Dupa cum am remarcat, continuitatea unei functii, ca de altfel nici deriv-
abilitatea sa partiala intr-un punct nu garanteaza diferentiabilitatea functiei in
punctul respectiv. Totusi, aga cum vom demonstra in cele ce urmeaza, existenta
derivatelor partiale pe o vecinatate a unui punct si continuitatea acestora in
punct antreneaza diferentiabilitatea functiei In punctul respectiv:

Teorema (criteriu de diferentiabilitate). Fie f: D C R®* — R, a €
D. Daca f este partial derivabila in raport cu toate variabilele pe o vecindtate
deschisa V =V (a) C D gi dacd toate derivatele sale partiale sunt continue in
a, atunci [ este diferentiabila in a.

Demonstratie. Pentru usurinta scrierii, vom presupune ca n = 3. Deci a =
(a1, az,a3). Fard a restrange generalitatea, presupunem ca V(a) = S(a,r) C D.

Consideram = = (z1,x2,z3) € S(a,r) oarecare. Avem:

f($1,3327$3) - f(ahaz,as) =

= [f(x1, 22, 23) = f(a1, w2, x3)]+[f(a1, 2, x3)— f(a1, az, x3)]+[f (a1, a2, x3) —
flai, a2, a3)].

Observam ca (a1, z2,x3), (a1, az,x3) € S(a,r) C D, deci scrierea de mai sus
este corecta.

Fie ¢(t) = f(t,x2,23),Yt € [a1,21] (sau [r1,a1]). Deoarece f este partial
derivabild in raport cu toate variabilele pe S(a,r), rezultd ca functia de o vari-
abild ¢ este derivabild, deci gi continua pe [a1, 1] (sau [z1,a1]). AplicAnd
Teorema lui Lagrange functiei ¢, 3¢ € (a1,21) (sau (z1,a;)) astfel incét
f(;ﬂl,u’czv%)*f(ah@,xs) = p(@1)—p(a1) = ¢ (&) (m1—ar) = L (&1, 29, 73) (21—
ai).

Similar, 3& € (az, z2) (sau (z2,a2)),3Es € (a3, x3) (sau (x3,as)) astfel incat
in final avem



(w1, 22, 23) — f(ar,a2,a3) = %(ﬁl,zg,x?))(xl —a1) + %(al’&,zs)(m Ca)+
+%(a1,a27§3)(x3 —az) = %(ahag,ag)(axl —ay)+ DTEQ(GLGQ,G?’)(M Can) +
+§7Q{;(ala az, GS)(CUB — a3) +
+{[%(§17$2,1’3) - %(a17a27a3)](x1 — (ll) +
aq(z)
JF[%(GME%%) - %(01,02,%)](@ —a9) +
as(x)
+[%(a17a2,§3) - %(al,aQ,a3)](x3 —az)}.
as(x)

Daci = = (z1, 22,23) — a = (a1, a2, a3), atunci x1 — a1, x2 — ag, T3 — as,
de unde §; — a1,8§2 — az,§3 — as.
Folosind continuitatea derivatelor partiale in (a1, as, as), rezulta c& lim a;(z) =

r—a

0,Vi =1, 3, si, tinand seama ca ﬁ?““ﬁ este marginit, Vi = 1, 3, rezulta ca
r—a
f(ﬂtl,962#5:3)*}”(!111112-,03)*[53!"1 (a1,a2,a3)(z1—a1)+ aazf2 (a17a27a3)(962*a2)+%(a1,az,as)(f€3*a3)]

[[(z1,22,23)—(a1,a2,a3)]]

lim
(21?1,1)2,1‘3)4’((11,(12,043)

0.

Prin urmare, f este diferentiabila in a.

Definitie. Fie f : D C R® — R. Spunem ci f este de clasa C' pe D (si
notam aceasta prin f € C*(D)) daci f este partial derivabild in raport cu toate
variabilele pe D si toate derivatele sale partiale sunt continue pe D.

Consecintd. Daca f € C'(D), atunci f este diferentiabild pe D.
Reciproca acestui rezultat nu este adevarata (vezi probleme propuse).

Teorema (de reducere la componente pentru functii vectoriale). O functie
F = (f1, fa,-s fm) * Ddeschis C R"™ — R™ este diferentiabild in a € D dacd
st numai dacd toate functiile componente fi1, fo,...,fm : D C R — R sunt
diferentiabile in a. Mai mult, diferentierea se face pe componente:

dF(a)(h) = (df(a)(h), df2(a)(h), ..., dfm(a)(h)),Vh € R".

Demonstratie. F = (f1, fa,..., fm) este diferentiabild in a dacd gi numai
dacd existd un operator liniar T = (¢1,ta,...,tn) : R® — R™ gi o aplicatie



a = (a1,09,..,ap) : D CR" - R™, cu lima(z) = a(a) = 0, astfel incat
Ve e D, F( )=F(a) +T(xz —a) + a(z) - ||z — a||, adici, echivalent, Vz € D,
fi(@) = fi(a) +t1(z —a) + ar(2) - ||z — al|
fa(x) = faa) +ta(x — a) + az(2) - ||z — al|

Sm(x) = fm(a) +tm(x —a) + am(z) - ||z — all,
unde aplicatiile t1,ta,...,t,n : R® — R sunt liniare i limo;(x) = «o;(a) =
0,Vi=1,m.
{-\ceasta inseamna ca, echivalent, Vi = 1, m, f; este diferentiabila in a.
In phlS, T = dF(a) - (tlatQa atm) = (dfl(a)ade(a)v aS) dfm(a))

Exemplu. Fie F : R? — R? F(x,y) = (2%y, 2y + 3,23 — 2). Sa calculdm
dF(1,2)(h1,hs), unde (hi, ha) € R? este oarecare.

Fie flvaa f3 :R? — Ra fl(x7y) = $2y7f2($,y) =xy + y27f3(x7y) = x3 -2

Evident, f1, fo, f3 € Cl(RQ), deci sunt diferentiabile pe R? si in consecinta
F este diferentiabila pe R2.

df1(1,2)(h1,h2) = %7@,1( ) Da ( )h2 = 4hl + h27

dfs(1,2)(h1, ha) = 22(1,2)hy D;Tf(l 2)hy = 2hy + bha,

df3(1,2)(h1, he) = %(1 2)hy + 2 (1 2)hy = 3hy,

de unde dF(1,2) 1, ) (4h1 +h2,2h1 +5h2,3h1>.

Operatii cu functii diferentiabile.

Propozitie. Fie D C R” o multime deschisa.
i) Daca F,G : D — R™ sunt diferentiabile in a € D, atunci:
a) F 4 G este diferentiabild in a si

d(F' + G)(a) = dF(a) + dG(a);

b) VA € R, AF este diferentiabild in a si d(AF)(a) = AdF(a);
ii) Daca F : D — R,G : D — R™ sunt diferentiabile in @ € D, atunci FG
este diferentiabila in a si

d(F - G)(a) = F(a) - dG(a) + G(a) - dF(a).

Demonstratie. i) a) Fie T = dF'(a) si S = dG(a).
Avem: lim F(a+h)T|F|(|a)_T(h) = 0 i lim G(‘H_h)TGl(a)_S(h) = 0, de unde

—0 h—0 [Al]

%in})(F+G)(a+h)7(ﬂz‘?)(a)f(T+S)(h) = 0, deci concluzia are loc, deoarece T + S :

R™ — R™ este de asemenea operator liniar.
b) se rationeaza asemanétor.
ii) Din ipoteza, existd o : D — R, cu lima(z) = ala) = 0, astfel incat
r—a
Ve € D, F(x) = F(a) +dF(a)(x —a) + a(z) - ||r — a|| §i exista 8 : D — R™, cu




lim B(z) = B(a) = 0, astfel incat Vo € D, G(z) = G(a) + dG(a)(x — a) + B(x) -
||z — all.
T = dF(a) si S = dG(a) sunt operatori liniari, 7 : R” — R, S : R — R™.

Atunci Vz € D\{a},

(F-G)(x) = F(z)-G(z)=
= (F(a) +T(z - a) + a(z) - ||z —al]) -

(Gla) + S(z —a) + B(x) - ||z —al|) =

(F-G)(a)+[F(a)- S+ G(a) - T)(z —a) +

+||z — al|y(z), unde

1z) = Gla)-a(z)+a(z) Sz —a)+ |z —al-alz) Be) +

=S =T
—

Deoarece F'(a)-dG(a)+dF (a)-G(a) este un operator liniar, ramane sa aratam
ca limvy(z) = 0. Intr-adevir, deoarece orice operator liniar este continuu, avem
limvy(z) = G(a)- lima(z)+ F(a) - limB(z) +

+lim[a(z) - S(z —a) + B(z) - T(z - a) +
+a(z) - f(z) - ||z —all] +

. Sz —a
= iﬂT(%—&)'M:O,

deoarece limT'(z — a) = T(0) = 0, iar Hﬁf:am)ﬂ = ”ﬁf:a’ﬁ)” < L (S fiind

operator liniar, deci functie lipschitziand).

Matrice jacobiana

Fieacum F = (f1, fo, ..y fm) : Ddeschis C R™ — R™ diferentiabild in punctul
a € D. Atunci Vi = 1,m, f; : D C R™ — R este diferentiabila, deci derivabila
partial in raport cu toate variabilele in a € D.

Introducem matricea asociati diferentialei T'= dF'(a) : R™ — R™ (care este

operator liniar) a functiei F' in punctul a € D :
2(a) 2L (a) .2 (a)

%?1 %? %7];7,
) 2(a) =2(a) ...222(a
r(e) = (85(@) g = | 5 -0 e
j=ln Dfm () Dfm D fm
2l () 2Lm (a) ...aan(a)



numitd matricea jacobiand a functiei F in punctul a.

(denumirea este datd in onoarea matematicianului german Carl Jacobi).
Evident, daca f: D C R — R, atunci Jy(a) = f/(a).

In situatia in care m = n, Jr(a) este matrice patratica, iar

20) 2w (0
2Jj2 2j2 2
det Jp(a) = BLizetd () = | 51 (0) 52z (@) 5 (0)

Ofn( N\ Dfn. Dfy
a—gf“(a) D—L(a) ag{ (a)

se numeste determinantul jacobian (jacobianul) (determinantul functional)
al lui F in a.

Exemple.
1) Coordonate polare.

Fie functia vectoriald F : Ry x[0,27) — R%, F(p,0) = (pcosf, psind),¥(p,0) €
R+ X [0, 27T)

Observam ca F exprima legatura dintre coordonatele carteziene si coordo-
x = pcosf
y = psin, p>0,0€0,2m).

F este diferentiabild pe Dgescnis € Ry x [0,27) deoarece fi, fo @ Ry X
[0,27) — R sunt diferentiabile pe D (fiind de clasa C'), unde f1(p,0) = pcos®, fa(p,0) =
psinf.

Te(p.0) = < % 2h ) _ ( cosf) — psinf )

)= ok of | T : )
52 5% sinf)  pcosf

natele polare in plan:

cosf — psinf
sinf pcos6

det Jr(p, 0) = 535 = \ = plcos? 6+ sin’ ) = .

2) Coordonate cilindrice

Fie functia vectoriald F : Ry x[0,27) xR — R3, F(p, 0, 2) = (pcosf, psinb, z).

x = pcosb
y=psind ,p>0,0€0,27),z €R.
2=z

Observam ca F exprima legatura dintre coordonatele carteziene si coordo-

natele cilindrice in spatiu.

F este diferentiabild pe Dgescnis C Ry x [0, 27) X R deoarece f1, fa, f3 : Ry X
[0,27m) x R — R sunt diferentiabile pe D (fiind de clasa C'), unde fi(p,0,z2) =
pCOSG, fz(P,a,Z) = psin&, f3(p,0,2) = z.

°2fi 2f1 9f1

TJ; 96 oz cosf —psinfd 0
Jr(p,0,z) = %—f; % % = sinf pcosf® 0 ,

ofs 2fs 2fs 0 0 1

op 06 Oz



cosf —psind 0

det Jr(p,0,2) = % = |sinf pcos® 0 | = p(cos? @ +sin®f) =
0 0 1

Probleme propuse.

Ly T 0,0
1. Fie functia f : R? — R, f(x,y) = VI2+?/2’( v # 0.0
0, (z,y) = (0,0).
i) Ardtati ca functia f este continud gi admite derivate partiale in (0,0), dar
nu este diferentiabild in (0,0).

ii) Ardtati c& functia f este diferentiabild pe R?\{(0,0)}.
(.’52 + y2) sin ﬁa (l’, y) 7é (0> 0)

0, (z,y) = (0,0).
Aratati ca f este diferentiabild pe R?, dar nu este de clasd C* pe R2.

2. Fie functia f : R? —» R, f(z,y) = {

3. Studiati diferentiabilitatea pe R? a functiilor urmatoare f : R? — R:

i) f(z,y) = I]zyl;
i) f(z,y) = Yry;

iil) f(z,y) = } 0, (z,y) = (0,0);

1v X = zgc 1;42’(1'7 ) # (0,0)
) Je) 0+7(x,y) = (0,0);
z|y|
,(x,y) #(0,0)
v z, = \/ny2

4. Pornind de la definitie, aritati ca functia f(x,y) = 2 + 2y + y? este
diferentiabild in (1,1). Cum se poate stabili altfel, mai simplu, acest rezultat?
Este functia diferentiabila si in rest?

5. Daca a € R", iar F': R — R™ este, pe rand:
a) o functie constantd;
b) un operator liniar,
aratati cd F este diferentiabild gi calculati dF(a).
6. Fie F : R? — R3, F(z,y) = (22y, 2y + y?, 23 — 2). Scrieti Jr(1,2).
7. Aratati ca functia f : S((0,0),7) € R?> — R indeplinind conditia
|f(z,y)] < 2% +y? V(z,y) € S((0,0),r), este diferentiabila in (0,0).
f?’y
8. Fie f:R2 > R, f(z,y) = m6+y‘2a(xuy) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0).
Studiati:
i) diferentiabilitatea lui f in (0,0);
ii) continuitatea in (0, 0) pentru functia g : R? — R? g(z,y) = (%(m, Y), %(w, Y))-

9. Fie f : R? = R, f(x,y) =
R2.

ﬁtg_ﬂ Aratati cd f este diferentiabila pe

10



x2+y? este

10. Cercetati daca f : R? — R, f(z,y) =
0, (z,y) = (0,0)

{ 2 (z,y) # (0,0)

diferentiabild in (0, 0).
11. Studiati dacd derivatele partiale mixte de ordin 2 in (0, 0) coincid pentru

903(902—112) 0 O)
functia f: B2 — B, f(,y) ={ @ (@9) 20
0, (z,y) = (0,0).

Cercetati daca functia este diferentiabila pe R2.

12. Scrieti matricea jacobiana gi calculati determinantul (daci este posibil)
pentru urmatoarele functii vectoriale:

i) Fla,y) = (2* +y°,2y), (x,y) € R%

ii) F(z,y) = (x + cosy,ysinz), (z,y) € R?;

iii) F(z,y) = (ve¥, e, y?), (z,y) € R

iv) F(z,y,2) = (22 + 2%,y% + 22), (v,y,2) € R3.

13. Fie f : R® — R, f(z,y,2) = xcos(ysinz). Motivati diferentiabilitatea
functiei f si, in caz afirmativ, calculati df (0, 5, 7).

11



3) Coordonate sferice

Fie functia vectoriala F : Ry x[—7, 7] x[0,27) — R3, F(p, ¢,0) = (psinpcos, psin psinf, pcos ¢).
Observam ca F exprima legatura dintre coordonatele carteziene si coordo-
x = psinpcosf
natele polare in spatiu: y=psinpsingd ,p>0,¢ € [—m,7],0 € [0,27).
Z=pcosp
F este diferentiabild pe Dgeschis C Ry x [—7, 7] x [0, 27) deoarece fi, fa, f3 :
Ry x [—m, @] x [0,2m) — R sunt diferentiabile pe D (fiind de clasa C'), unde

fi(p,,0) = psuwcgiﬁ fz(p,%@) = psingsinb, f3(p, ¢, 0) = pcos .

1 1

99 sinpcosf pcospcosf — psinpsind
Jr(p,,0) = af a§ J; = | sinpsinf pcospsingd  psinpcosd
DDJ;J DD; % CoS ¥ psin g 0
sinpcosf pcospcosh — psinpsind
det Jr(p, p,0) = % = | sinpsinfd pcosesing  psinpcosd | =
cos ¢ psin e 0
p? sin .

Teorema (a diferentiabilitatii compuse) (legea lantului) Fie F' : Dgeschis C
R™ — Ageschis CTR™, G : A — RP gi a € D. Daca F este diferentiabila in a si
G este diferentiabild in b = F(a) € A, atunci aplicatia compusid GoF : D — RP
este diferentiabila in a i

d(G o F)(a) = dG(F(a)) o dF(a).

Demonstratie. Deoarece F este diferentiabild in a, 3 un operator liniar
T =dF(a): R" — R™ gi o functie a : D — R™ aga ca lima(z) = a(a) = 0 si
Ve € D,F(z)=F(a) + T(x —a) + a(z) - ||z — a|

Analog, deoarece G este diferentiabild in b = F(a), 3 un operator liniar
S =dG(b) : R™ — RP gi o functie 8 : A — RP asa ca hn})ﬁ(y) = (B(b) =0 i

y—>
Vy e A, Gy) =G(b) + Sy —b) + B(y) - [ly — bll.

Pentru orice € D, fie y = F(x). Prin urmare, Vo € D, (G o F)(z) =

(G o F)(a) + S(F(z) - F(a) + B(F(a))||F(z) — F(a)|], de unde

(GoF)(@) = (GoF><a>+<5o T)(w = a) + |l = al|S(a(z)) +
+BEF@)IT( = a) +az) - [l = |
S(a(@)) + B(F(x)) - He=epeCille=elll o € D\{a}

Fie vy(z) = llz—al
0,z =a.
Deoarece S oT = dG(F(a)) o dF(a) : R™ — RP este operator liniar, raméane
de ardtat ca limvy(z) = 0.

Intr-adevir, avem: limS(a(z)) = S(0) = 0 (S este operator liniar, deci

r—a
continuu). De asemenea,

IT(x —a) + a(z) - [lz —alll] _ [|T(z —al|
|z =l =z —all

Flle(@)| < L+1



(orice operator liniar este functie lipschitziand iar lima(xz) = 0). In plus,
lim G(F(x)) = 0 (deoarece hn%)ﬂ(y) = [(b) = B(F(a)) = 0si F este diferentiabila,
Tr—a Yy—

deci continua in a).
Prin urmare, Go F' : D — RP este diferentiabild in a si, mai mult, d(G o
F)(a) =dG(F(a))odF(a) =SoT.

Consecinta 1. In conditiile teoremei anterioare,

JGoF(a) = Jg(F(a)) . JF(G) .
——— ———— N~
EMyp, . (R) EMpmR)  EMpm n(R)

Demonstratie. Afirmatia rezulta imediat folosind teorema anterioara, fap-
tul cd matricea jacobiana este de fapt matricea asociata diferentialei in punct
(care este operator liniar) si faptul ca daca T : R® — R™ S : R™ — RP sunt
aplicatii liniare, atunci SoT : R™ — RP este aplicatie liniara i Agor = Ag- Ap.

Observatie. Formula anterioara exprima concentrat toate regulile posi-
bile de derivare (partiald) compusi pe care le vom obtine prin particularizari
convenabile. Derivatele partiale compuse se utilizeaza in teoremele ecuatiilor
cu derivate partiale, la transformarea ecuatiilor diferentiale prin schimbari de
variabile etc.

Consecinta 2. In conditiile teoremei anterioare, daca in particular m =
n=p, F= (f17f27 7fn)7G = (91792a 7gn);H =GoF = (hla h25 [RX3) hn)7 unde

hi(xlax% 7xn) = gi(fl(xlax% s xn)a fZ(xlax% ...,.’En), ceey fn(‘rlvx% vxn))7V7’ =

L Y1 Y2 Yn
1, n, atunci
D(hlahZa---ahn) a) = D(glag27"'7gn) (b) D(flaf27-"7fn) (a)
D(x1, o, ..., Ty) D(y1,y2, s Yn) D(x1, 22, ..., 2p)

Demonstratie. Afirmatia rezulta imediat trecand la determinanti in consecinta
anterioara si folosind faptul ca determinantul produsului a doud matrici este egal
cu produsul determinantilor matricilor.

Consecinta 3. Fie f : Dgeschis € R — Ageschis © RQa f(t) = (u(t)a v(t)),Vt €
D,g : A — R. Daca f este diferentiabila pe D si g este diferentiabild pe A,
atunci h=go f: D — R h(t) = g(f(t)) = g(u(t),v(t)) este derivabild pe D si

h'(t) = %(u(t),v(t)) ~u'(t) + %(u(t),v(t)) - (t),Vt € D.
Demonstratie. Din Consecinta 1, avem J,(t) = Jg(f(t))- Jf(t), ceea ce

N _ (929 ©9g u/(t) __ 9g / og /
antreneazd h'(t) = (ﬁ ﬁ) vy ) =5 “u'(t) + 52 -0'(t),Vt € D.

Consecinta 4. Fie F : Dgeschis € R? — Agesenis C R%, F(z,y) =
(u(z,y),v(z,y)),¥(x,y) € D,G: A —R.



Daca F este diferentiabila pe D si G este diferentiabila pe A, atunci H =
GoF:D — R, H(z,y) = G(F(z,y)) = Glu(z,y),v(z,y)) este diferentiabild pe
D si

3¢ 3% V(x,y) € D.

{ oH oG | Qu oG | ov
Sx
U

"Dy + Dv Dy

Sk _ 56
oy ou

Demonstratie. Din Consecinta 1, avem Jy(z,y) = Jo(F(z,y)) Jr(x,y),
Qu 2u

< (oH 2H) _ (2G 2G oz 2y
ceea ce antreneazi (ﬁ Ty) =(5¢ 25). 5 %Zi ,¥(z,y) € D, de unde
z Oy

concluzia.

TEOREMA LUI SCHWARZ. TEOREMA LUI YOUNG.

Aga cum am observat anterior, nu este neaparat obligatoriu ca derivatele
partiale mixte pereche de ordin 2 ale unei functii intr-un punct sa coincida.

Totusi, in cele ce urmeaza, vom indica doua conditii suficiente diferite care
asigura egalitatea derivatelor partiale mixte pereche de ordin 2 ale unei functii
intr-un punct.

Teorema lui Schwarz. Fie f : Dgeschis € R" — R, a € D. Daca
o2f o2f
Dxiaxj’ D:CJDQCZ

(1,7 = 1,m,i # j) 3 si sunt finite pe o intreagd vecindtate deschisd

V =V(a) C D i dacd sunt continue in a, atunci %(a) = afjafh (a).

Observatie. Conditiile din Teorema lui Schwarz sunt suficiente, dar nu
neapdrat necesare:

2 o?
Fie f : R? 5 R, f(z,y) =4 Y ln(t+ yz)dy#O
Yy =

Derivatele partiale mixte de ordinul 2 ale lui f nu sunt continue in (0,0) si
2 2
totusi £L(0,0) = £4(0,0).

Definitie. Fie f : Dgescnis € R™ — R. Spunem ca:

i) f este de clasd C* (k > 2) pe D (si notam aceasta prin f € C¥(D)) daca
f este partial derivabild de ordin & (in raport cu toate variabilele) pe D i toate
aceste derivate partiale de ordin k sunt continue pe D;

ii) f este de clasi C* pe D (si notdm aceasta prin f € C*(D)) daca f €
C*(D),Vk > 0.

Consecinti. Din Teorema lui Schwarz rezulta ci daca f € C2(D), Dgeschis

. D2 D2 .o —_— . .
R™, atunci amaij (a) = D:c_,Dfmi (a),Va € D,Vi,j =1,n,i # j.

Teorema lui Young. Fie f : Dyesenis € R* — R, a € D. Daca f
este derivabild partial (in raport cu toate variabilele) pe o vecindtate deschisd



V =V(a) C D a punctului a si dacd toate derivatele partiale %,i =1,n sunt

diferentiabile in a, atunci Dzazafm (a) = ng‘x (a),Vi,j =1,n,i # j.
oy J0T

Consecintd. Daci f € C?(D), Dyeschis € R™, atunci %(a) = %(a),
—_ T J J T
Ya € D,¥i,j=T,n,i+#j.

Interpretarea geometrica a diferentialei.

Amintim pentru n = 1, interpretarea geometrica a derivatei unei functii
intr-un punct:

dreapta de ecuatie y — f(zo) = f'(xo)(z — ) este tangenta in (xg, f(xo) la
graficul functiei f : D C R — R derivabile in punctul xg € D.

Vom prezenta in cele ce urmeaza interpretarea geometrica a diferentialei unei
functii de doua variabile:

Fie f : D C R? — R diferentiabild in (zo,y0) € D. Atunci graficul siu
admite un plan tangent in punctul (zo,yo, f(20, o)), de ecuatie

= Fao,0) = 5% 0,0 = 20) + S 0,300~ ).

DIFERENTIALE DE ORDIN SUPERIOR.

Fie f : Dgeschis € R — R diferentiabild intr-un punct a € D si Vi = 1,n,
fie pr; : R® = R, Vh = (hy,...,hn) € R™ ~ pri(h) = h; € R (aplicatiile de
proiectie).

A~ n

Intrucat df (a)(h) = Dag (a)h;, rezulta ca df (a) = %(a)pri.

i=1 i=1_
Dar aplicatiile de proiectie fiind in mod evident operatori liniari, avem

n n
d(pri)(a) = pri,Vi =T,n, deci df () = Y- 5L (a)  dlpri)(a) = X 55 (a)das,
i=1 — i=1
not. (prin conventie)

dx;
sau, scris functional,

)
af = ;DJ
Particularizari:
Dn=2:df = afdz + afdy, df(al, ag) g; (a1,a9)dx —I— (al, as)dy,
df (a1, az)(h1, h2) DT (111, az)hy +2 Bm (111, az)ha;
2)n=3:df = 2Ldr+ 2 dy+9fdz
df (ay,as,a3) = 3£ (a1, as, ag)dm + ay L(ay, as, as)dy + az L(ay,as,a3)dz,
df (ay,az,a3)(hy, ha, hs) = a:p (al,ag,ag)hl—&-au (al,ag,ag)hg—i—az (a1, a2, a3)hs.



Definitie. Spunem ca f este de 2 ori diferentiabila in a € D daca f
este diferentiabild (deci derivabild partial in raport cu toate variabilele) pe o
vecinatate deschisa V = V(a) C D i toate derivatele partiale (de ordinul I)
sunt diferentiabile in a.

In acest caz, numim diferentiala de ordinul II a lui f in punctul a, functia
d*f(a) : R™ — R definita pentru orice h = (hy, ..., h,) € R™ prin

)= 552wty (= (- 2 wm ),

i=1j= 1 =1
(—am)

unde expresia din paranteza se ridica formal la ”puterea” a doua dupa o formuld
clasica de tip ”binomial”, in care ”puterea”’ semnifica ordinul de derivare.

2 2 JE—
Deoarece aiaij (a) = ija’;z (a),Vi,j = 1,n (datorita Criteriului lui Young),
rezultd c& d?f(a) este o forma patraticd, iar matricea asociatd acestei forme

patratice este

@) 524 (a) ... 524 (a)

Dz% OT10To

D2 f 2f (a) 2(a) ... =24 (a)
H = = Dx20T] ox3 DT20Tn
f(CL) <Dxi9xj a)> i

o2 92“ o2
Dwnafwl (CL) Dwnafxg (CL) Dwg (CL)

numitd matricea hessiand asociatd functiei f in punctul a.
Observam ca este o matrice patratica simetrica.
1) Daca f este functie de doud variabile, atunci

_ of of
EH@0) = (5@ +hS @) =
_ 9% O°f 02 f
- Dx 2( )h2 D 2( )h2 Dx Dy(a)htha
0% f 0% f 0% f

@ (@) = S5 (a)de? + 53 (@)dy? + 25 (a)ddy,

2) Daca f este functie de trei variabile, atunci

D)
EH@0) = (nSt@+ 1S @ + 1S ) -
0?2 )
= S Lmt+ 2L+ SLwm+
2 DZ DQ
—i-QDfoy (a)h1h2 + ZOnyZ (a)hghg =+ 291'52 (Cb)hlhg,



2 f o2f D2f

2r@) = S+ Sl + S+
02 02
+2E):Eny(a) xdy DyE{ (a)dy oY) o°f ( Ydxdz.

Definitie. Fie a € D si f: Dgeschis € R™ — R.

i) Spunem ca f este de g ori diferentiabila (¢ > 2) in a dacd f este
diferentiabild de (¢ — 1) ori pe o vecinatate deschisd V = V(a) C D si toate
derivatele partiale de ordin (g — 1) ale lui f sunt diferentiabile in a.

In acest caz, numim diferentiala de ordin q a lui f in punctul a, aplicatia
dif(a) : R® — R, definitd pentru Vh = (hy, ha, ..., hy) € R™, prin

df(a Z Dm (q)

unde expresia din paranteza se ridica formal la ”puterea” simbolicd ¢ dupa o
formula clasica de tip binomial, in care ”puterea” exprima ordinul de derivare.

i) Spunem ci f este de q ori diferentiabila (q¢ > 2) pe D daca f este de ¢
ori diferentiabila in orice punct din D.

Observatie. i) La fel ca pentru cazul ¢ = 2, din Teorema lui Young rezulta
ca derivatele partiale mixte pereche de ordin < ¢ sunt egale (in a).
i) Dacd n =2, =3, (a = (a1,a2),h = (h1, h2)) atunci

5
E@0) = (m5ha@)+hSl @) -
o8 o3 o8 02
— DTUJ;(a)hi’ + a—y‘ﬁ(a)hg + 3Dx2£y (a)h3hy + 393631;2 (a)h1h3,
o8 o8 o8 02
df(a) = 5 J;( )dx® + T{:( Ydy? szgy (a)dz*dy + 39339];2 (a)dxdy?.

FORMULA LUI TAYLOR PENTRU FUNCTII DE MAI MULTE VARI-
ABILE REALE.

Sa reamintim pentru inceput formula lui Taylor cu rest Lagrange de ordin ¢
pentru functii reale de o singura variabila reala.

Teorema (Taylor). Presupunem ci I C R este un interval deschis, a € T
si f: I — R este de (¢+ 1) ori derivabild pe I. Atunci Va € I,3c € (a,x) (sau
(z,a)) astfel incat



(a+1(,
(x—a)l+ qu n 1()') (x —a)?™t.

rest Lagrange de ordin q

Teorema (Taylor). Presupunem cd D C R"™ este o multime deschisa,
a € D (3S(a,r) C D)) si f: D — R este de (¢g+ 1) ori diferentiabild pe S(a,r).
Atunci Vz € S(a,r),3€ € (a,z) (sau (x,a))(segmentul deschis din R™ de capete
a, x) astfel Incat

f@) = 1@+ @)@ - a) + 5 @) =) + ot 2 @)~ ) +
1
(g +1)!

rest Lagrange de ordin q

+ A (&) (z — a).

Probleme propuse.

1. Aratati ca functiile urméatoare verifica ecuatiile indicate:
) flz,y) =e(Z)afy +yfy, =0

i) f(z,y) = zyp(x® —y?) c ay? fi + 2y fy = (® + 9*) f;
i) f(z,y) =zy +ap(d)af, +yfy =2y +f.

2. Arétati ca functia f(z,y) = ¢p(x — ay) + ¥(z + ay), unde functiile @,

admit derivate partiale de ordin II, satisface ecuatia ;’2 =d’fl.

3. Aratati ca functia u = ﬁf(élx + %) verifica relatia aa;auy + % =0.

v .y . _ 2 2 2 . o . Df
DZ;. Aratati ca faufnci;la f(z,y,2) = o(xy, 2* + y* — 2°) verifica relatia z255 —
yz5, + (2% —y?)50 =
of of

5. Calculati 57, 5, bentru:

) f(u,v) = In(? +0),u = u(z,y) = " v = v(w,y) = 22 +y;

ii) f(u,v) = arctgy,u = u(x,y) = zsiny,v = v(z,y) = xcosy.

6. Aratati ca dacid f : R?2 — R este diferentiabila, atunci functia w =
f(z+y,x —y) are derivate partiale ce verifica relatia 2% - %—'y“ = (3—5)2 - (%)2,
unde v = u(z,y) =z 4+ y,v =v(z,y) =z —y.

7. Calculati f/(z) daca f(x) = p(u(x),v(x)), pentru:

i) p(u,v) =u+uv,u =u(z) = cosz,v =v(x) = sinz;
i) p(u,v) =e* 2% u=u(zr) =2%v=20(r) =22 - 2.



22
D8 Cercetati daca functia f(z,y) = e¥p(ye2?) verifica relatia (22 — yQ)% +
Ty a’yc =uzyf.
9. Cercetati daca functiile urmatoare verifica ecua§111e indicate:
. 2
i) f(o,y) = wolo ) (e —y): S —25 L+ S =0

ii) f(z,y) = @(ay) + VaTH(L) - 223 — 22 f =

y2In(l+ %),y #0
0,y=0

10. Fie f : R? = R, f(z,y) = {

Aratati ca:

i) derivatele par‘giale mixte de ordinul 2 ale lui f nu sunt continue in (0, 0);

i) = DwDy L (0,0) = 2L(0,0).

11. Fie f : R® — R, f(x,y,2) = xcos(ysinz). Motivati diferentiabilitatea
functiei f si, in caz afirmativ, calculati df (0, 5, 7).

Dwa

12. a) Fie f : R? — R, f(z,y) = e®cosy si fie (9, yo) arbitrar. Calculati
df($07y0)7 d2f(£07 y0)7df(l‘07 yO)(hla h2)7d2f(x07y0)(h17 h2)a dgf(l‘(), y0)7d3f(x07y0)(h1a h2)a
unde (h1, he) € R? este oarecare.

b) Fie f : R® — R, f(x,y,2) = e*sinycosz si fie (xg,y0,20) arbitrar.
Caleulati df (2o, yo, 20), d* f (0, Yo, 20), df (0, Yo, 20) (h1, ha, h3), d* f (w0, Yo, 20) (h1, ha, h3),
unde (hq, ha, h3) € R3 este oarecare.

13. Folosind formula lui Taylor cu rest Lagrange de ordin 2, calculati valoarea
aproximativa pentru:

i) (0,95)201; ii) (1,02)%%1; iii) \/T,03 - ¥0, 98.

14. Scrieti formula lui Taylor cu rest Lagrange de ordin 2 pentru f : R? —
R, f(z,y) = e”siny in (0,0).

15. Justificati aproximarea arctg(f_@yy) ~ ¢ + y, in vecindtatea lui (0,0).



Puncte de extrem pentru functii reale de mai multe variabile reale.

Definitie. Fie f: A CR" — R.

i) Un punct a € A se numeste punct de extrem local pentru f daci diferenta
f(z) — f(a) pastreaza semn constant pe o vecinatate a lui a, adica, IV € V(a)
astfel incat f(x) — f(a) pastreazi acelagi semn, Vz € V N A.

Mai precis,

dacd f(z) — f(a) > 0,Vz € VN A, atunci a se numegte punct de minim local
pentru f, iar

dacd f(z) — f(a) < 0,Vz € VN A, atunci a se numeste punct de mazim local
pentru f.

ii) Dacd f(z) — f(a) > 0, (respectiv, f(z) — f(a) < 0),Vz € A, atunci a se
numegte punct de minim (respectiv, de maxim) absolut pentru f.

Nu intotdeauna exista pentru o functie puncte de minim (maxim) absolut.

iii) Valorile functiei in punctele de extrem se numesc extremele functiei.

Daca exista, f(a) = ;relgf(x) (respectiv, f(b) = sugf(x)) se numeste valoare

e

minimd (respectiv, mazimd) a lui f pe A.

De exemplu, dacd A este multime compacta si f este continua pe A, atunci
Teorema lui Weierstrass ne asigura ca exista valoarea minima si valoarea maxima
alui f pe A.

Conditii necesare de extrem.

Teorema (a lui Fermat). Fie f : Dgeschis € R” — R ¢i a € D. Daca
[ este partial derivabild in raport cu toate variabilele in punctul a, iar a este
punct de extrem local pentru f, atunci %(a) =0,Vi=1,n.

Demonstratie. Afirmatia este imediata aplicand Teorema lui Fermat functiei
partiale (reale de o variabild reald) derivabile x; ~ f(a1, a2, ..., Gi—1, i, Qit1, .oy Gp), & =
1,n.

Definitie. Spunem cd a € D este punct critic (sau stationar) pentr
R™ — R (derivabild partial in raport cu toate variabilele in a) dacd

0,Vi = T,7.

uf:DC
5La) =

Asgadar, Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem local ale unei
functii diferentiabile, se gasesc printre punctele sale critice. Aga cum vom ob-
serva in exemplul urmaétor, incluziunea este strictd (reciproca nu are loc).

Exemplu. Fie f:R? — R, f(z,y) = 2% — 2.
% =

Sa determinam pentru inceput punctele sale critice, rezolvand sistemul { Bf _
oy

Deoarece g—; = 2z, iar % = 2y, obtinem unicul punct critic M (0, 0), care nu
este insa nici punct de minim, nici punct de maxim local deoarece nu exista nici



o vecinitate a originii pe care diferenta f(z,y) — f(0,0) = 2% — y? si pastreze
semn constant.

Punctul (0,0) se numeste punct sa (punct critic care nu este punct de ex-
trem,).

Folosind formula lui Taylor se demonstreaza urmatorul rezultat:

Teorema. Fie f : Dgescnis € R" — R, f € C*(D). Dacd a € D este
punct de minim local (respectiv, mazim local) pentru f (deci df (a) = 0), atunci
d*f(a) > 0 (respectiv, d*f(a) < 0).

In continuare, vom pune in evidenta conditii suficiente pentru ca un punct
critic sa fie punct de extrem.

Lema. Fie (a;5); j_1 o matrice simetrica de numere reale (a;; = a;;, Vi, j =
- n
Ln)sip(x) = Y ajjzix; (x = (z1,22,...,2,)), forma patratica asociata. Daca

ij=1

 este pozitiv definitd (adicd p(z) > 0,V € R™, z # 0,), atunci IA > 0 astfel
incat ¢(z) > M||z||?, Vo € R™.

Demonstratie. Fie S = {x € R",||z|| = 1} = {(21, 72, ..., 2,); 27 + 23 +
..+ 22 =1}. S este multime Inchisd gi marginitd, deci compacta.

Intrucat functia ¢ : R™ — R este functie polinomiala in x1, z9, ..., Ty, rezulta
ca este continua pe multimea compacta S, deci conform Teoremei lui Weierstrass
igi atinge marginea inferioard. 3 £ € S (deci £ # 0,,) astfel ca A = ;Ielgg@(l') =

o(6).

Deoarece ¢ este pozitiv definitd, rezultd ca A > 0. Prin urmare, ¢(z) > A >
0,Vz € S.

Fie x € R™ arbitrar. Daci z = 0,,, atunci evident ¢(z) > A||z||? = 0.

Daca x # 0,,, atunci ﬁ € S, deci, din consideratiile anterioare, @(lri—u) > A\

n
Dar o(gy) = 3 iy = e (@), dect o(z) 2 Al
)=

Teorema Fie f : Dgescnis C R® — R, f € C3(D) si a € D un punct critic
pentru f.

i) Dacd forma pdatratica d®f(a) este pozitiv definitd, atunci a este punct de
minim local pentru f;

ii) Dacd forma patratica d*f(a) este negativ definitd, atunci a este punct de
mazxim local pentru f.

Demonstratie. Deoarece f € C2(D), rezulti ci f este de 2 ori diferentiabild

. o2 52 o R
pe D si a;c,iafzj (a) = axjafa;i (a),Vi,j=1,n.
i) Presupunem c& forma pétratica d?f(a) este pozitiv definit.
Aplicind lema anterioard pentru ¢ = d*>f(a) si y = 2 —a, 3 XA > 0 astfel

incat d?f(a)(z — a) > M|z — a||?, Vo € D.




Conform formulei lui Taylor cu rest Lagrange ¢ = 1 pentru f in jurul lui a,
pentru Vo € S(a,r)(C D),3¢ € (a,z) (sau (z,a)) astfel ca

1~ f ¢
f(m):f(a)Jrﬁi:lafxi(a) Ti—a Q'Zzaaz ij ri — a;)(z; — aj).
=df (a)(z—a) =d?f(§)(z—a)

Deoarece a este punct critic pentru f,df (a)(z —a) = 0, deci Vz € S(a,r)(C

flx) = fla) = *de(a)(fE—a)wL%[d2f(5)(w—a)—d2f(a)(x—a)}=
= 5 @f(a)(@—a)+a(2) [z —al® >

A
2)-lle = all®,

2 . as —aa
unde a(x) = %2:1 Z [a$ S (€) — aiaij (a)] (wi ||aqu(tf\]\2 %) x4 a.
i=1j=

Deoarece derivatele par§1ale de ordinul II sunt continue in a, & — a daca

%H <1,Vi,j = 1,n, rezultd ca lima(z) = 0.

Dar A > 0, deci I € (0,r) astfel ca a(z) + % > 0,Vz € S(a,r’), de unde
f(z) = f(a) > 0,Vx € S(a,r")(C S(a,r) C D), ceea ce inseamnd ci a este punct
de minim local pentru f.

ii) Se procedeaza analog sau se folosegte i) pentru — f.

Y

Slle—all? + a2) ||z — al* = (a(z) +

x — a, iar ||

Conditii suficiente de extrem pentru functii de 2 variabile.

Teorema. Fie f : Dgeschisa € R? — R, f € C*(D),a € D punct critic
pentru f. ,

Fie A= 24(a),B = DIay(a),c = k(o).

1) Dacd B% — AC > 0,a nu este punct de extrem local pentru f.

2) Daca B? — AC =0, caz de dubiu (nu ne putem pronunta,).

3) Daca B? — AC < 0, atunci a este punct de extrem local pentru f. Mai
precis,

a) dacd A >0 (sau C > 0), a este punct de minim local pentru f;

b) daca A <0 (sau C < 0), a este punct de mazim local pentru f.

Demonstratie. Fie a = (a1,a2) si (z,y) € D oarecare. Atunci
2
A f(a)(x — a) = (v — a1)*3E (a1, a2) + (y — 02)° 2 (a1, a2) +2(x — 1) (y -
2
az) o4 (a1, az).
Presupunem, fara a restrange generalitatea ca, de exemplu, y # as. Atunci
d*f(a)(z —a) = (y — a2)*[A(§=02)* + 2B =02 + C1.



Notand =0t = ¢, atunci d?f(a) are semn constant dacd si numai daca
B? — AC < 0, semnul trinomului At? 4+ 2Bt + C fiind dat de semnul lui A.

Prin urmare, dacid A > 0 (respectiv, A < 0), atunci d?f(a) este pozitiv
(respectiv, negativ) definita, deci conform teoremei anterioare, a este punct de
minim (respectiv, maxim) local pentru f.

Daci B? — AC > 0, atunci d?f(a) nu are semn constant, deci nici diferenta
f(z) — f(a) nu are semn constant pe nici o vecindtate a lui a, ceea ce Inseamna
ca a nu este punct de extrem.

Daca B2 — AC = 0, atunci semnul diferentei f(x) — f(a) depinde de semnul
diferentialelor lui f de ordin superior.

Exemple. 1) Si determinim punctele de extrem ale functiei f : R? —
R, f(z,y) = 23 + y* — 3xy. Determindm mai intai punctele critice ale functiei,
rezolvand sistemul:

2l =0 322 —3y =0 2=
Y € )
%—fzo @{ 3y — 3¢ =0 (:’{ 2=,
obtinand punctele critice M1(0,0) si M>(1,1).
t

22 gy 22 — °f _ _ 5 o
Deoarece 55 = 6z, SpF = 6y, 597 = 3, rezulta ca pentru M;(0,0), avem
B? — AC = 9 > 0, deci nu este punct de extrem, iar pentru M;(1,1), avem
B?2 — AC <0, A > 0, deci este punct de minim local pentru f.

2) S& determindm punctele de extrem ale functiei f : R? — R, f(z,y) =
(x —y)? + (y — 1)3. Se obtine punctul critic M (1, 1), pentru care B> — AC = 0,
deci criteriul nu stabilegte natura sa.

Dacd M(1,1) ar fi punct de extrem local pentru f, ar exista S((1,1),7o)
astfel ca f(z,y) — f(1,1) >0 (sau < 0), ¥(z,y) € S((1,1),79).

In particular, f(z,z)—f(1,1) = (z—1)* > 0 (sau < 0), V(z, z) € S((1,1),70),
fals. Deci M(1,1) nu este punct de extrem local pentru f.

Conditii suficiente de extrem pentru functii de n variabile, n > 3.

Teorema lui Sylvester (din teoria formelor patratice) Fie ¢ : R" —
n
R,o(z) = Y aijziz;, Yo = (1,...,x,) € R", 0 formd patraticd oarecare (a;; =
,j=1
a1 ar2 ... in

s T . a21 G22 ... a2 . VR .
aji,VZ,j =1, n) Fie A = " matricea sa asociata, §i MINOTL

Ap1 Ap2 ... Qpn
ai;p ai2 ... Qin

L a1 a as1 Q22 ... @
principali A1 = ay1, Ay = | 11 712 ',...,An = 2 022 | = det A.

Anl1 Ap2 ... Qpn

Atunci:



i) ¢ este pozitiv definitd (p(x) > 0,Vz € R,z # 0,,) dacd $i numai dacd
Ay >0,A:>0,....,4A, >0;

it) ¢ este negativ definita (p(x) < 0,Vx € R™, x # 0,,) dacd si numai dacd
A1 <0,A2 >0,...,(-1)"A, > 0.

Fie f : Dgeschisa € R® — R, f € C?(D),a € D punct critic pentru f.

Se aplicd Teorema lui Sylvester pentru forma patratici ¢ = d?f(a), con-
siderand matricea sa asociata, matricea hessiand a lui f in punctul a, care este
0 matrice patratica, simetrica:

) 52450) - 52 ()

T’t% aiblaxz Dxlazn
D% f D% f o%f
_ (2 _ (a) Szz(a) ... 55557 (a)
@ = (2@) _=| =@ 5 maml |
D%F D%f D%f
OTnOT1 (a’) DT OTo (a’) ooz (G)
avand minorii principali
D2 f D2 f o%f
D2f sz Tm%(a) DI1DCD2 (a) Dzlam
2 2 2p
52 Sh(a)  5r=(a) o f 2 fq) .. 22f
A= ijfc (a), Az = ‘ B2y (a) Mazxfz(a) ooy Ay = sem (@) 5:7(@) - g
szaxl Da:% an a2.f an
DT 0T (a) DT pOTo (a) ooz
Obtinem astfel urmatorul rezultat:
Teorema 1) Dacd toti minorii principali ai matricei hessiene sunt strict
pozitivi, atunci a este punct de minim local pentru f.
2) Dacd minorii principali ai matricei hessiene alterneazd ca semn, incepand
cu primul negativ, atunci a este punct de mazim local pentru f.
3) Daca toti minorii principali ai matricei hessiene sunt nenuli, dar semnele
lor nu sunt ca in cazurile 1) sau 2), atunci a nu este punct de extrem local
pentru f.
4) Daca cel putin unul din Aq,...,A, este nul, nu se poate preciza natura
punctului a. In acest caz, pentru a evalua semnul diferentei f(z) — f(a), se
foloseste definitia sau formula lui Taylor cu rest Lagrange de ordin superior lui
2.
Exemple. Sa determinam punctele de extrem local ale functiei
1) f:R® =R, f(z,y,2) = 2% + 3y* + 222 — 22y + 2x2.
2f — ¢

Rezolvand sistemul %—z =0 , obtinem punctul critic M(0,0,0).
oFf _
a722: B 2 2
D2f 2 D2
D—J;(O,O,O) 55y (0,0,0) 5207 (0,0,0) 2 _9 9

: _ ) ) ) _

Apoi, H(0,0,0) = Dygfz (0,0,0) 7:; 0,0,0) TZ?Z(O,O,O) = 2—2 8‘ o4
p) P} )
£2£(0,0,0) £24-(0,0,0) 5:£(0,0,0)




A1 =2>0,A =8>0,A3 =8 >0, deci M(0,0,0) este punct de minim
local pentru f.

2)f:R3—>R,f(m,y7 ): ;v—y)2+(y—1)3—|—(z—1)2.
3]

=L =90
Rezolvand sistemul 8—5 =0 , obtinem punctul critic M(1,1,1).
L—0

oz? 1 ax29 1, 1) axgz(l’l’l) 2 -2 0
Hp(1,1,1) = aaygz(1,1,1) gy (1,1,1) aayaﬂ(LM) - -2 2 o
2

241,11 2L, 3411, 0 0

de unde Ay = 0, deci criteriul nu stabilegte natura punctului critic. Vom folosi
atunci definitia.

M(1,1,1) este punct de extrem local pentru f dacd si numai daci existd o
sferd S((1,1,1),7) asaca f(z,y,2)— f(1,1,1) = (z—y)? +(y—1)3+(2—=1)2 >0
(sau < 0),V(z,y,2) € S((1,1,1),7).

In particular, fle,z,1) = (z—1)> >0

ze (7

u<0),V(z,z,1) € S((1,1,1),r),
adica, echivalent, z > 1 (sau z < 1),V +1,

% +1), fals. Deci M (1,1,1)
nu este punct de extrem local pentru f.

Teorema functiilor implicite (TFI).

Fie ecuatia implicitda F(z,y) = 0 (termenul ”implicit” a fost introdus de
Leonard Euler).

Dorim sa rezolvam aceasta ecuatie, macar local, obtinand explicit una dintre
variabile functie de cealaltd. De exemplu, s& obtinem local y = ¢(x) (la fel se
poate pune problema pentru a obtine x = 1 (y).

TFI 1.2. (o ecuatie cu doui necunoscute)

Fie ecuatia F(x,y) =0, unde F : Qgeschisa € R? — R si fie (z0,50) € Q 0
solutie a ecuatiei.

1. Presupunem ca:

i) F € CY(D) unde D = D(x,1y0) C Q este un dreptunghi inchis cu centrul
in (xo,y0), caracterizat prin inegalitatile D : |x — xo| < a, |y — yo| < b;

i) F!(ir0,y0) 0.

Atunci IVaesehisa = V(x0) C [®o — a, 20 + a] §i IWaescnisa = U(yo) C [yo —
b, yo + b] astfel incat Vx € V(xg), ecuatia are solutie unica y = p(z) € U(yo).

Mai mult, functia solutie p € CY(V (z0)) si derivata sa este datd de formula
/ Fy(z, o(2))
o' (x) = Fi(wo(2)) Vo € Vixg).

Verificarea formulei: Va € V(zo), F(z, ¢(x)) = 0. Derivand partial in raport
cu x, obtinem Iy (z, p(z)) + Fy(z, o(x))-¢'(z) = 0, Vo € V(z0), de unde rezulta
formula.



II. Daci i) F € C*(D),k > 1 si i), atunci p € C*(V(x0))).

Exemplu. Sa calculdm f’(1) pentru functia y = f(z) definitd implicit de
ecuatia (22 +y?)3 — 3(2? + y?) — 2 = 0, satisfacand conditia f(1) = 1.

Fie F(z,y) = (22 +y?)3 —3(2? +y?) —2. Deoarece F(1,1) = 0si F € C}(R?),
conform TFI avem explicit y = f(z) si

Py = @ I@) 6@+ ) -6 a@ ) e
Fy(z, f(x))  6f(2)(@®+ f2(2))? = 6f(z)  flz)(@®+ f2(2))? - f(z)’

de unde f'(1) = —1.

TFI 1.3. (o ecuatie cu trei necunoscute)
Fie ecuatia F(z,y,2) =0, unde F : Qgeschisa € R® — R si fie (20, Y0, 20) €
Q o solutie a ecuatiei. Presupunem ca:

o

i) F € CY(P), unde P = P(z0,Y0,20) C Q este un paralelipiped inchis cu
centrul in (o, Yo, 20), caracterizat prin inegalitatile P : |x — xo| < a, |y — yo| <
b, |z — zo| < ¢

i) F.(2o, Yo, z0) # 0.

Atunci IVqeschiss = V (20,%0) C D(z0,y0)(: |[z—x0| < a,|y—yo| < b), IWdeschisz =
U(z0) C 20 — ¢, 20 + ¢] astfel incdt ¥(x,y) € V(xo,y0), ecuatia F(x,y,z) =0
are solufie unica z = p(x,y) € U(z).

Mai mult, functia solutie ¢ € CY(V (z0,y0)) $i derivatele sale partiale sunt
date de formulele

oz, y) = ——=;
z

Verificarea formulelor se realizeaza prin derivare partiala compusa:

Y(z,y) € V(20,v0), F(z,y, p(2,y)) = 0, deunde F, (z,y, p(x,y))+F.(2,y, p(z,y))
ou(x,y) = 0 si Fy(2,y,0(z,y) + Fi(z,y,0(2,9)) - ¢ (z,y) = 0, V(z,y) €
V(xo,y0)-

Exemplu. Daca functia explicitd z = f(z,y) este definitd implicit prin
(y+2)sinz—y(z+2z) = 0, atunci este satisficuta ecuatia zsin z- 2z, —y*-z, = 0.
Intr-adevar, fie F(z,y,2) = (y + 2)sinz — y(z + 2). F € C1(R3) si 2/, =

F/

7F7alc — Yy P —sin z4x+2
F! = (y+z)cosz+sinz—y’® “y =~ F! = (y+z)cosz+sinz—y’
se verifica relatia ceruta.

deci, facand inlocuirile

TFI 1.n. (o ecuatie cu n necunoscute) se rezolva recursiv.
Fie F(x1,z2,....,2,) = 0, unde F : Qgeschisa € R™ — R, o solutie a acestei
ecuatii fiind (29,29, ...,2%) € Q.



Presupunand ca F € C*, F, (xhxg,. ., 20) # 0, obtinem local x,, = p(x1, T2, ..., Tn_1),
ceea ce antreneaza F(atl,xg,. X1, 9(21, %2, ..., Zn—1)) = 0, deci o ecuatie cu
n — 1 necunoscute etc.

TFI. 2.3. (doud ecuatii cu trei necunoscute) Fie F,G : Queschisa C

. ‘ ) ) F(z,y,2) =0
3 Y -
R® — R si (x0,y0,20) € Q o solutie a sistemului (1){ Glr.y.2)=0 Pre
supunem cd:

i) F,G € C1(P), unde P = P(x¢,%0,20) C 2 este un paralelipiped inchis cu
centrul in (20, Yo, 20), caracterizat prin P : |z —xo| < a,|y—yo| < b, |z—20] < e
D(F,G)
ZZ) D(y,z) (xoayOa ZO) 7é 0.
Atunci IVieschisy = V(l’o) C [(Eo—a, x0+a] U, eenics = U(yo, Zo) C D(yo7 Zo)(i
ly —yo| < b,|z— 20| < c) astfel incdt Vo € V(xo), sistemul (1) are solutie unicd
(y,2) € U(yo, 20) : y = @(x), 2 = ¥(x), si functiile solutie p,1p € C*(V).

¢ (x) si Y'(x) se obtin prin derivare partiald compusa in raport cu x in

F(a,(x),d(x)) =
smtemul{ G(x, o(2), (x)) = O Vo € V(xp), de unde
H
(

{ Fy(a, (), ¢ (2)) + Fy(z, 0(x), ¢ (2)) - () + FL(2, p(x), ¢ (2)) - ¢ () = 0
Gy(z, (@ ),¢($))+G’( (), (2)) - ¢ (2) + G2, (), () - ¢ (x) =0
rezultand in final ¢’ (x) gi (m),x € V(xo).

Fi(z,y,z) =x+2y—2z—3
Fy(z,y,2) = 2% +y> + 23 — 22y
(1,1,0), pentru a obtine y = fi(x),z = fa(z).

Fi,Fy € CHR®), Fy(1,1,0) = F5(1,1,0) = 0, D]gf;f})(l 1,0) = 7 # 0, deci
conform TFT existda V = V(1) € V(1),U = U(1,0) € V(1,0) astfel incat Vz €
V' (1), sistemul are solutie unica (y, z) € U(1,0) si functiile solutie y = f1(z),z =
fa(z) sunt de clasa C! pe V(1).

Exemplu. Sa aplicim TFT pentru {

‘ x4+ 2f1(x) — falx) —3=0
2’ + fi(2) + f3(x) — 22 fi(2) =
si derivand (in raport cu ), se obtin f](x), f5(x).

Inlocuind 1n sistem avem {

TFI. m.n. (m ecuatii cu n necunoscute) (forma generald)

Exemplu. Determinati extremele functiei y(x) definitd de ecuatia implicita
23+ y3 — 32y = 0.

Rezolvare. Fie F(z,y) = 2% +y* — 3zy. F € C'(R?).
Aplicand TFI, obtinem explicit y = y(z) din ecuatia implicitd F'(z,y) = 0.
Fy(2,y(2))

. poN P .
In plus, ¢'(z) = Filzy(o)" Prin urmare,
Fi(z,y) =0 2t =y
y(x) =0«& F(r,y)=0 &< 2>+ y3—32y =0 , rezultand punctul
2
Fi(z,y) #0 Yy #Fa

critic M (3/2, V/4). In vecinitatea acestui punct, este deci definiti functia y =

y(x), iar y'(V2) = 0.

) (x()vy()a ZO) =



z?—y(x)
@)

Intrucat y (z) = —( ), vom avea

yi(z)—=

"(z) = — 22 + 58942 (2) — 2) — (2 — y(2))[1 + 2y(2) Zz(‘;j(f;] "
’ R (y%(x) — x)? R OET:

obtinand ca y//(\3/§) = \3/;_‘3?2/% = —2 < 0, deci £ = V/2 este punct de maxim,

iar maximul functiei y(z) este

%

TEOREMA DE INVERSARE LOCALA.

Reamintim pentru inceput urmétorul rezultat din cazul functiilor reale de o
variabila reala:

Teorema (derivabilitatea functiei inverse) Dacd f : Iinterval deschis © R — R
este derivabild pe I si f'(x) # 0, Vo € I, atunci 3 f~ : f(I) — I, este
derivabild pe f(I) si (f~1)'(y) = W; vy € f(I).

Vom prezenta in continuare generalizarea la R™ a acestui rezultat, care se
obtine folosind TFI (forma generald): rolul derivatei va fi jucat de jacobianul
functiei, despre care se va presupune ca este, de clasia C' (deci mai mult decat
diferentiabila):

Teorema (de inversare locald) Fie F = (f1, fa, .., fn) : Ddeschiss € R™ —
R", F € CY(D) si a € D. Dacd det Jp(a) # 0, atunci IWVaescniss € V(a),V C D
astfel ca mulfimea F (V') este deschisa si F stabileste un difeomorfism (sau
transformare regqulatd) intre V si F(V) (adica IF~1 : F(V) -V si F~1 €
CH(F(V))).

Probleme propuse.

1. Determinati punctele de extrem local ale functiilor f : R? — R, definite
prin:

i) f(z,y) = 2* + y* + 222y — 8z + 8y;

i) f(z,y) =ay+ 22 + 2?70733 >0,y > 0;

i) f(z,y) = (z —y)* + 2% + ¢
f

¥)?+ (- 1%
=(z—a)(x—0b)(y—a)(y—>),a,b € R, arbitrari, fixati (discutie).

=
=
\_/S
|
=
|

ix) f(z,y

2. Determinati punctele de extrem local ale functiilor f : R? — R, definite
prin:



i) f(z,y,2) = 2* + y* + 2° + 22 + 4y — 62;

. _ y> 22 2 .

11) f((L',y,Z) =a+ H—'_?—’— ;73572/,2 > Oa

iii) f(z,y,2) =sinz +siny +sinz —sin(z + y + 2),x,y, 2 € (0,7);
iv) f(2,y,2) = 2(xy + 2) —2® —y? — 2%

3. Aflati triunghiul de arie maxima care se poate inscrie intr-un cerc de raza

data R.
4. Determinati triunghiul de arie maxima gi de perimetru egal cu 2p.

5. Dintr-o cantitate data de tabla, se construiegste un vas fara capac, avand
forma unui paralelipiped dreptunghic. Determinati dimensiunile vasului astfel
incat capacitatea sa sa fie maxima.

6. Determinati in interiorul unui patrulater un punct, astfel ca suma patratelor
distantelor acestui punct la varfurile patrulaterului sa fie minima.

7. Determinati constanta k astfel incat functia f, definitd prin f(z,y) =
522 + 6xy + 5y — 162 — 16y + k, si aiba un minim egal cu 0.

8. inscriet;i intr-un con circular drept, un paralelipiped dreptunghic de volum
maxim.

9. Functiile uv = ¢(x,y),v = ¥(z,y) sunt definite implicit de relatiile
{ ut+tv=x+y

3 / / / /
sty = 1. Calculati u;,, v, u) v

yr Yy
10. Se considera functia y = f(x) definitd implicit prin relatia 2% + y? +
2azy = 0,a > 1. Calculati f'(z), f"(z).

11. Calculati f’(1) pentru functia y = f(z) definitd implicit de ecuatia
(22 4+ 9?)3 — 3(22 + y?) — 2 = 0, satisfacand conditia f(1) = 1.

2u+ 20+ 92 =0
yzu+zyv? —3x =0
mod unic u gi v ca functii de z, y, z Intr-o vecinatate a punctului (ug, vo, Zo, Yo, 20) =
(0,1,3,3,-3). Calculati apoi uj,, uy,u’, vy, v, v..
L Fi(z,y,2)=x+2y—2—3
13. Aplicati TFI pentru { Fo(2,y,2) = 2® + 1% 4 2% — 20y

(1,1,0), pentru a obtine y = fi(x),z = fa(x).

14. Fie z = z(x,y) definitd de ecuatia implicitd ax? + by? + cz? — 1 = 0.
Calculati derivatele sale partiale de ordinul 2.

12. Aratati ca sistemul de ecuatii { determina in

(xo,ymzo) =

23 P — 28 = dd

15. Relatiile { 22+ 4 2% = b2
Caleulati ¢'(z), ' (x).

definesc implicit y = p(x),z = ¥(x).

16. Calculati derivatele partiale %,g—fj pentru functia explicitd z = z(z,y)

definitd implicit de 22 — 2y2 4+ 322 —yz +y = 0.

10



17. Aratati ca functia explicitd z = z(z,y) definitd implicit de ecuatia
224+ y?+ 22 = yf(i) (f fiind de clasi C! pe domeniul siu maxim de definitie)
2”2 b)

verifica relatia (22 — 3% — 22) - S—; + 2y - D—Z = 2x2.

18. Determinati punctele de extrem ale functiei implicite y = f(x) definita
prin 22 — 2xy + 5y — 2z + 4y + 1 = 0 astfel incat f(1) = 0.

19. Determinati extremele functiei z(z,y) definita de ecuatia implicita 22 +
y? 4+ 22— 20 +2y —42—10=0.

20. Scrieti ecuatia tangentei si normalei in punctul (zg, o) al elipsei o

a2+
y—1=0

21. Aratati ca, in conditiile teoremei de existenta si derivabilitate a functiilor
implicite, functia explicita z = z(z,y), definita implicit de ecuatia F'(Z, %) =0,

: : 0z 0z __
satisface ecuatia x - % +y - 5=z

22. Ar#tati cd functia explicitd z = z(x,y), definitd implicit de ecuatia

F( :O,Veriﬁcéecua‘giaxo%er«g—Z:zfx2fy2.

oz )
Yy’ 2% +y+z
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